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RESUMEN

In many. fields of Geophysics we find problems of vibrations of continuous
mediums, where the phbysical characteristics change suddenly when we pass from
one region to another of the medium. To prepare the ground work for a general
analysis of this type of problem, we shall discuss in this paper the vibrations of a

circular membrane of two densities.

En diversos campos de la Geofisica se presentan con frecuencia proble-
mas relacionados con vibraciones en medios continuos cuyas caracteristicas varian
de una regién a ofra del medio. Con el objeto de sentar las bases para una discu-
sion general del problema de vibraciones en medios continuos de diferentes propie
dades fisicas, en contacto a lo largo de una frontera, se procederd en este trabajo

a hacer el anélisis detallado de la vibracién de la membrana circular de dos densi-

dades.

El problema de las vibraciones de una membrana circular de dos densida-

des tiene también interés por su conexién en las vibraciones elésticas de un cilin-
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dro de un material determinado
que se encuentra rodeado por
un medio eldstico de caracte-
risticas distintas.

Elproblema que trata-
mos de resolver es el siguien-
te: Consideremos una membra
na de densidad (por unidad de
drea) p; yradio a, rodeada
por una membrana en forma de co
rona circular de densidad o y
radio exterior b, ambas membra
nas estdn unidas en la circunfe -
rencia de radio a vy lacircun-
ferencia de radio b permanece

fija. Latensiéon T por unidad de longitud en cualquier parte de la membrana, la
vamos a suponer la misma en ambas regiones.
Llamaremos u(r,6,t) al desplazamiento normal en la membrana | vy

v(r,6,t) al desplazamiento en la membrana |l, sabemos que! v y v satisfacen

2 1 9%
Viteree T con VS para 0<r<a ,

v2 ot2 Ha
1
2
R, SR, con Vo = /I- y para asr<b -
¥ d12 M2
Supongamos ahora las siguientes condiciones iniciales: Para t= 0,
(o= ) con O<rsa y (v, o=F() con a<r<b, (1)

donde f(a) = F(a) y F(b)= 0. Ademés:
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> u 3
[a_:'] Ly ik [a_"'} e (2)

t=0 t=0

para toda r.

Se va a tratar pues el caso de simetria radial; el caso generﬁl presenta
las mismas caracteristicas que éste.

Las condiciones: a la frontera son las siguientes: los desplaza-

_mientos u(r,t) y v(r,t) coincidenpara r= a en todo tiempo, es decir:
u(a,t) = v(at) . (3)

Para la segunda condicién en la frontera r= a, como T es latensién
o sea la fuerza que aparece por unidad de longitud sobre cualquier pequefio segmen
to que cortemos-en la membrana, si cortamos un pequefio segmento sobre la circun-
ferencia r = a y tangente a ella, experimenta en la regién | una fuerza normal

al plano, igual aproximadamente a:
Tad 6 |20(r.f) :
or
r=a

(en donde por ser la vibracién de pequefia amplitud se reemplaza el seno por la tan

gente), y en la regién |l la fuerza normal es:

Tad6 [3_"("') J ,
E

r
r=a

y como deben ser iguales en la frontera, la segunda condicién a la frontera para

r=a es:

9 ulr,t) 9 v(r,1)
[——"a, ] [—a ] : )

La tercera condicién a la frontera es:
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v(b,t) = 0 ()

Las ecuaciones que debemos satisfacer al ser u y v independientes

de 6 son:

laﬁ.r %’-: —]2- g:” con 0<er<a
P
r or r v? i
G Jdv 1. 92V <
Ta—rr $= .v-g s con as<r<b .

Por el método de separacion de variables y teniendo en cuenta la condi-

cién (2), tenemos!:

u(r,t) = A Jo(ﬂ) cos wt con 0<r<aq,
Vi

v(r,t) = [BJO(g)*'CNO(%)]coswt y a<s<r<gb,
2 2

donde J5 y Ng son las funciones de Bessel de primera y segunda clase res-

@)

pectivamente y de orden 0 y u(r,t) no depende de Nog‘-“ﬂ ., porque esta fun
v Vi .
cion se hace infinita en el origen. A, B y C son constahtes’arbitrarias.

Las condiciones a la frontera nos dan:
A Jo(ﬂ) = Jo(w°)+c No(i‘l)
v, Vo Vo
Y J(“ﬁ): Lo Jl(ﬂ) flle Ni(“ﬂ)
V1 My Vo Vo Vo Vo
0=BJO(-“L§>+CNO(£‘£E) : (5"
Vo Vo

En donde (4°) se debe a que % = -J4(x).
x

@)

~

@)

~
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Tenemos un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas:

A, B y C, y para que éstas no sean idénticamente nulas se debe anular el deter-

minante del sistema.
i) L Ul 29 [ e
o Vo Vo
gl Jl(ﬂ) LJl(E"__“.) . Nl(_“ﬁ) i1 8)
Vi \ 21 Vo Vo Vo Vo

0 Jo(“’_b) No(‘ié)
Vo Va2

Esta Gltima relacién nos da las frecuencias caracteristicas de nuestro sis

tema, las cuales son reales y como ademds Jg(x) = Jo(-x), consideraremos sélo

las frecuencias caracteristicas positivas, a las que ordenaremos segin su magnitud
y designaremos™ con ) e V.2 50)%

Para cada w, tenemos fres constantes Ak Bk Ck que no son inde -
pendientes, sino que dos de ellas son funciones lineales de la tercera, las cuales
se obtienen resolviendo cualquiera de las dos ecuaciones (3"). 4'")y(5"). Con

sideremos a A, como constante arbitrariay B, C

determinadas por ella.
Llamemos ahora Mg

—* )ala siguiente combinacion lineal de J, y Ng:

&
— N
S <L

&
O

1]
>|w
= |=

R

o

£
< |=
) -
S

=
> 0O
= |=

=

)

g
<|,‘-
) -
~——

]

a b w, b few
70 29 o ¥ e B P M 29
v v v v v v
1 2 2 1 2 2 ©)
FENC Y
Vo Vo Vo V2

Para la discusion de las relaciones de estas frecuencias caracteristicas con 'la relacién
de densidades y radios, véase el apéndice

*

.
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w r ’ - -
Tenemos entonces que Mg —_k_\ es la funcién caracteristica de la re -
Vo
gion ll, que evidentemente satisface las relaciones:

Jo(wkﬂ ) . Mo<w£> , (3")
Vi Vo

d o awl d e "
& J°(W>] L M(—)} : iy

w b i
Mo( >= D s {55
V2

W, T
g ) i k
cuando w,  es unade las frecuencias caracteristicas. También Mo —— )cos w, t

Vo
satisface a la segunda de las ecuaciones (6), por ser combinacién lineal de funcio-
nes de Bessel.

Si ahora escribimos:

© W, r
u(r,t) = 2 Ak Ui == Ycos w, t )
k=1 Vi
(10)
2 w, r
vir,t) = = Ak Mo —-)cos w, t i
k=1 Vo
donde Ak es una constante arbitraria, igual en ambos casos y w;, @Wo,... las

diferentes frecuencias caracteristicas, tenemos que u(r,t) y v(r,t) satisfacen

las ecuaciones (6), las condiciones a la frontera (3), (4) y (5) y la condicién ini-

cial (1), lo que implica determinar Ak de manera que:

u(r,0) = = Ak Jo<a£)= f(r) si Dsrsa
k=14 §° A2 Z
(1)
vir0) = A Mo(i)= Fi) -~ si o rdly
ki=1 LD

Para determinar la A, procedemos a formar una relacién de ortogonali-
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dad.
i u(x) satisface la ecuacién:

Sabemos? que si
[pu’]’ +qu +tAwu= 0 ,

. b A ! ;

Y. u = gx otc, ysi v(x) satis

donde p, q, w son funciones de
X' en lugarde A entonces:

face la misma ecuacion con

(N =N wa(x) uvdx = [p(vu’ —uv Nl g

w, r
Como Jo satisface irq:iﬁ £ k Jo=0 y Mo sa-
Vi r dr v2 VQ
v, en lugarde v,, tenefmos que:

tisface esa ecuacion'con

D CIEC |

2 — w2
w—;w j r JO r dar = [f JO wkr JIO 72
1 Vi Vi Vi Vi

pi

Vi Vi

K (ukb
aprovechando que Mo< ) = 0, se tiene:
V2

W
y para Mo<—
V2

r @ w a a , [0, a
)dr oo { Mo( )N‘o n = 'Ao(‘i) M{t/k—)}
2 Va V2 V2

af =i 2k W r
R I (e TS “n
Vs a Vo Vo v

k </ n, pe-

Es indudable que cada integral por separado no se anula si
ro si sumamos ambas integrales y aprovechamos las relaciones (3 "Yy (4"), vemos
30y recordando

que la suma se anula. Entonces si k= n y por tanto - £ w
H2 | se tiene que:

‘_.E.:Ly ==7r—

ve =
q v2 T

a W, r w r b W r w r
uljo Jov—- J ul m’r+LL2,Ial‘o—‘-l—-Mo—v"—-rdr=0 .
1 2 2

<
o=

(12)

[

Vi
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si kZn .

Esta es la condicién de ortogonalidad de este tipo de problema.
Para el cdlculo de los coeficientes A, consideremos las ecuaciones

(11) y formemos la intearal:

u1j f(r) Jf< )rdr+ 1Lz f F(r) M )rdr:
Vi Yo

o a o, ¥ W 'w r
=2 A [m]o J ( )Jo< )rdr+ u:,j Mo< )Mo(—"— rdr].
k=1 Vi Vi Vo Vo

Por la condicién de ortogonalidad (12) la integral entre paréntesis del se

gundo miembro se anulasi k £ n y nos queda sélo e! término con A como fac

tor, de donde:

(T f ey —J ( )rdr + u2J F(r) M (\ )rdr
A = Y4 (13)

n b Jo [Jc,(“:—:)] e s [ [o( )

Hemos hecho nmpllcnomenfe la suposicién que las series son uniformemen

te convergentes, y que el sistema de funciones caracteristicas es “completo”
(Vollstéindigkeit)3, daremos una demostracion de esas cualidades para este tipo de
problemas, en un articulo préoximo.

Tenemos entonces que las férmulas (10), con A, evaluado por la férmu
la (13) representan la solucién del problema planteado de la membrana de dos densi
dades.

La condicién de ortogonalidad necesaria para estetipo de problema es | a
(12). Esta condicion tiene una aphcacmn interesante en el cdlculo de la energia

total de la membrana de dos densidades *, ;

*Para el cdlculo de la energia de la membrana de dos densidades véase el apéndice B.
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APENDICE A

Discusién de la Ecuacién

que Determina las Frecuencias Caracteristicas

Considerando el determinante (8), si multiplicamos la segunda columna

! - Do Wq b
por @,y sidesarrollamos el determinante llamado v = Uy etk S ke
1 2
y n= ? = /E1i | tenemos que el determinante (8) toma la forma:
1 Mo
uli(u)  v[No(mv)Ji(v) - Jo(mv) N4(v)] (@)
a

dolalit 1 Nalmvditr) s dalmy) Nolv)

Ademds, v y v estdnrelacionadas por la ecuacién:
u=nv . (b)

En la gréfica siguiente tenemos las cuatro primeras ramas de la curva re -
presentada por (a) para el valor m = 2. Las rectas que salen del origen represen
tana u= nv para diferentes valores de n.

Primero veamos cémo varia (a) cuando m varia. Desde luego para.
m= 1 tenemos que el denominador del segundo miembro se anula para toda v
y eso implica que u tiene por valor el grupo de constantes que satisface
Jo(u) = 0. De manera que para m = 1 las curvas (a) se transforman en rectas
paralelas al eje v, las primeras de las cuales estdn sefialadas en la gréfica.

Para los valores de u para v = 0, sustituimos en el segundo mie m-
bro de (a) los valores asintéticos de J, y Ny cuando el argumento es peque-

fio5, y en el limite cuando v = 0, se ve que (a) se convierte en:

UJl(U) ]
T e . (c)
Jo(U) Lm

Esta es la ecuacién que determinaa v cuando v =0, y vemos que

si m~> ©, entonces las u sonraicesde Ji(u)= 0, laprimera de las cuales
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es 0. Enlaecuacién (c) Lm es el logaritmo natural de m.

Cuando u = 0, entonces el examen de (a) muestra que v satisface:
J1(v) No(mv) = Ni(v) Jo(mv) = O s (d)

Las primeras dos raices de la expresién anterior, cuando m = 2, estdn
marcadas en la grafica.

Cesignemos ahora con x; a la primeraraizde Jo(x) y en la expre -
sién (d) pongamos mv = x;, en cuyo caso el segundo término de la expresion (d)
se anula por ser Jy(x;) = 0y nos queda sélo:

X1

J1 | — ) No(x4) .
m

X1 X1
Ahora bien, si m>®, — =0 y J,| — J>0; de manera que si m
m

X4 m m : g

es suficientemente arande — es aproximadamente raiz de (d). De manera andlo-
RS VE Xa v Kok TP .

ca — , — etc., sonraices de (d) si m es grandey x,, x5, etc., son rakes

m m
de Jo(x). Vemos entonces que si m > ®. los valores de v que anulan a la

expresion (d) tienden a 0.
Si consideramos ahora la expresion (a) cuando u = v vemos que se re-

duce a:
Jo(mu) [J1(U) NO(U) . Jo(U) N1(U)] =0 .

La expresién entre paréntesis no se anula por ser el Wronskiano de dos
funciones linealmente independientes, de manera que en los puntos de corte de las
rectas u=v vy las curves (a), los valores de u son tales que mu es igual
a las raices de Jo(x) y cuando m >® vemos que u >0 en los puntos de
corte de larecta u= v con las curvas (a).

Le todo lo anterior vemos que la primera de las ramas de la curva (a) ve
ria con m desce una linearecta u= 2.4048 cuando m= 1 hasta curvas

que se encogen nacia el origen a medida que m > @,
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Para la n-ésima rama de la curva vemos que pasa de la recta u igual
a la n-ésima raiz de Jo(u) para m= 1, hasta curvas que tienden a confundirse
con el segmento de recta sobre el eje de las "u"”, que va del origen al valor de v
correspondiente a la n-ésima raiz de  J,(u), contandoa u= 0 como la primera
raiz.

Derivando la ecuacién (a) con respecto a v y despejando j—u, y con-
siderando el valor de esa derivada cuando v > 0 se ve que la derivat‘i’a se any
la y la segunda derivada es negativa, de manera que en los puntos donde v = O,
u presenta un mdximo. Considerando ahora dv para cuando u >0 vemos
que tiende a infinito, o sea :—U- > 0. conside‘:undo la segunda derivada se ve
cuando v= 0, v presenta zn madximo.

Ahora ya estamos en condiciones de discutir las frecuencias caracteris-

ticas.
Si supenemos la densidad de la membrana interior fija lo mismo que sura-
dio, entonces la frecuencia caracteristicaes w = U‘Ti Yy por tanto propor
a

cional a u. Vemos ahora que para una relacion dada de radios la frecuencia co

racteristica va aumentando a medida que n= /2L aumenta, es decir, a medi-
Mo

daque W, disminuye ya que |1, es fija. Si "B, < W, las frecuencias ca-

racteristicas son mayores que las de una membrana de las mismas dimensiones vy

densidad homogénea, si |1, > b, sucede lo contrario.

Si para una relacién de densidad dada el radio exterior aumenta, enton
ces m=2L aumenta y las frecuencias caracteristicas disminuyen en magnitud por
las cuolid:des antes expresadas de las curvas (a). Si por el contrario, el radio
exterior b disminuye de su tamafio original, conservdndose el radio interior cons-
tante, entonces al disminuir m aumenta la magnitud de las frecuencias caracte

risticas .
APENDICE B
La energia total de la membrana de dos densidades.

La condicién de ortogonalidad (12) nos va a servir para mostrar que la
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energia asignada a cada arménico sobre la membrana permanece constante.

La energia cinética en un instante dado para toda membrana es:
27 hj" [3u(r,f)J2rdr+hjb [BVQr!Q]Qrdr} g
2 7o ot 2 -a ot

en donde 27 aparece por la integracién con respecto a 6.
Considerando las férmulas (10) y la relacién de ortogonalidad (12), vemos

que la energia cinética de toda la membrana es:

® o 2
2'rrk§.1 A: w? senQ(wk f){ % fo [Jo(wkr>] rdr +

Vi

+ sz: [Mo(ai“Q')]Qrdr} .

- . 2 -
Designando la expresién entre paréntesis por C,  tenemos la energia

o

cinética como:
2 ‘2 2
2
27 k§1 Ak Ck @) cosi’(wk f) :

Ahora para la energia potencial consideramos que estd dada por el incre
mento de drea de la membrana multiplicada por la tensién®.

Si w es el desplazamiento normal, entonces:

A 1+(3_W)’ +Qg_;")2 dxdy —=T/_J[ dxdy ,

Ox

nos da la energia potencial. Desarrollando el radical, tenemos, despreciando ter

minos de orden superior al ser w pequeiia, que la energia potencial es:

1,0 ] (32 o (2) e -

pe ’ . 2 2. .
Como la expresién entre paréntesis es [Vw] ™, la energia potencial
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en coordenadas polares es:

b o <1 w2 1 (ow)2
Tfo.fo 2{('87) +; 5a rdrd &

Como en nuestro caso w no depende de 8, entonces

b a b 2
y poniendo fo =] ¥ _fa se tiene para la energia potencial:
o

a b
297 T [%IO(%')? rdr + %fu(?>2 rdr}
r r

La expresién (

Q)

a_u)Q nos da productos de la forma:
r

w, r w r
dJO!—" dJo[—n
A A v v

k n

> cosw, t cosw t
r dr

dJo(ﬂ

Designando —— Y1

y ): J;k formemos la integral:
r

a . 5 " @ a er'
Jodgedanrdr = 11 3] = 000, oo o
pero [rJ;n] ''= -

J__, de manera que:
on

*‘<'° l: Sro

b b b
1 M., M, rdr=T [r M., Mc'm]o tho w2 [ M M, rdr
De manera andloga se tiene:

T a ! 1 9 g 2 e .
foJokJonrdr=T [rJokJon]°+u1wn jo Jok dopn I

on

Q

z

Q
N

Sumando las dos Gltimas expresiones, considerando las condiciones (3")
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(4") y (5") en la frontera, y las relaciones de ortogonalidad (12) se tiene que:

0 :
L b si k%n
Toyoan, 3t vde + L [ MI M edr =
2 2 an w? C2 A

k k Si k=n

donde C: tiene el mismo significado que para la energia cinética.

De aqui la energia potencial toma la forma:

@
A P 2
27w Z Ak Ch @, cos”® w, t

k=1 k

Y sumando ambas energi as, tenemos que la energia total E es cons-

tante e igual @ :

La energia sobre las dos regiones de la membrana correspondiente al ar-

monico k es evidentemente:
2 2
El=2ﬂ Akawl‘? ’

y es constante para cada arménico.

Si se hubiera hecho la integracién de la energia sélo sobre una regidn
de la membrana, la energia para cada arménico no hubiera resultado constante.

De la expresién anterior vemos que el coeficiente A, . que podriamos
llamer amplitud del arménico k, es proporcional a la raiz cuadrada de la energia

correspondiente a ese arménico, cualquiera que sea el desplazamiento inicial.
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