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IRRIGACION EN MEXICU

Descripcion y Usos de la Red de Trans-
formaciéon Conformeo “Conformégrajo”

Por el Ingeniero #IGUEL URQULJIO
De la Oficina de Ingenieria Experimental del Depto. de Proyectos de la C. N. I.

L presente articulo tiene por objeto dar a co-
E nocer el fundamento teérico y los usos de un
nuevo instrumento para la resolucién de la
ecuacién de Laplace, inventado y construido en el
laboratorio de Ingenieria Experimental de la Comi-
sién Nacional de Irrigacién, y que ha demostrado
ser de gran utilidad practica, para el trazo de redes
de flujo en cortinas de presas permeables o para la
filtracién por debajo de cortinas impermeables: es-
tas redes de flujo sirven para determinar la subpre-
sion y estudiar el fenémeno de tubificacién. Se apli-
ca también el Conformégrafo al disefio de vertedores
y transiciones de canales y pilas. En Elasticidad el
Conformografo se aplica al trazo de las curvas
isopaquicas, o sean las curvas de .igual suma de
esfuerzos principales, y también para obtener la
solucién de nuevos problemas, partiendo de proble-
mas ya resueltos, a las cuales se les aplica una
transformacién conforme.

Desde el punto de vista matematico, tiene tam-
bién importancia el Conformégrafo, pues permite
efectuar cualquier transformacién conforme, asi
como resolver el problema de Dirichlet: determinar
yuna funcién arménica en el interior de una regién
cuando se conocen sus valores en el borde.

Una transformacién geométrica en el plano de
trancformacmn de coordenadas se define por dos
ecuaciones como las 51gu1entes

T fl (Xay)
Y=f (x,y)
Estas ecuaciones deben satisfacer la condicién

de que el determinante llamado Jacobiano sea dis-
tinto de O, es decir que:

[ of; o )
0 x 3y
I o, hoe Y
L oe ) oy |

Las ecuaciones de transformacién de coordena-
das establecen una correspondencia entre puntos

del plano (xy) y puntos del plano X Y. Esta co-
rrespondencia puede ser biunivoca o no. Es biuni-
voca cuando a un punto del plano (xy) corres-
ponde uno, y solo uno, del plano (XY).

Un caso particular es la ¢ ‘Transformacion Afin”
definida por las ecuaciones siguientes:

X=31X+bl$’+¢1
Y=a,x+|hby+te,

en que a,;, b, a,, b,, ¢, "y c, son constantes,
¢, y ¢, corresponden a una translacién y por tanto
no se pierde generalidad al hacerlas nulas.

a;, by, a,, b, dispuestas de la siguiente manera
forman la matriz de la transformacion:

L
La transformacién afin transforma al vector A
(Ax, Ay) en el vector A’(A’xA’y) en que:
Ax— a, Ax b, Ay
-~ Ay=a,Ax + b Ay
El vector § (3,0)

i (a;, a,)

se transforma en el vector

El 4ngulo ) que forman los vectores i y A se
transforma en el angulo 6’ que forman los vec-

tores i’ Yy Az,

A i , Ax
cos 6 — IAI —
VA2 | AZy
A T
O M

212 Ax + aib; Ay + aiAx—}ja2b2Ay

V/(a1 Ax b1 Ay)? + (a2 Ax+bs Ay)? Yo+ o



SEPTI EMBRE-OCTUBRE-1942

o

Si la transformacién es tal que §’ =0, para
cualquier vector A, se le llama transformacién afin

“Conforme”.

Para que cos O —cos @’ idénticamente, es
q )

necesario y suficiente que:

e 3 2
a1+b1-_—a2+b?
a1 a2 + by by = O

y por tanto, debe ser: a, —b,ya=——D>b,.

La matriz de una transformacién afin confor-

o]
—b; a1

Esta matriz puede expresarse como un produc-

me €es:

to de dos matrices:

If a1 bl]':
o o

B0 at by ]
l l Va2 + b2 1/ a? + b?
|
Lol
it

b1 a1 l
Va2 + b2

0 partbe

(
= , ]/‘/312+b12 0
l =

L

a2 + b2

Lo cual equivale a decir que las ecuaciones de
transformacién se pueden escribir de la siguiente

manera:
.
X0 = s op oy = ‘/3’1 ~r-b1 ‘/af’f"bi
b1 .
—+ J 2 2
al-i—b1

105

p 1}

s by
Y:—blx+aly:‘/’a' "|‘b2 _E~___2X+
: . ‘/al b

a1

. — ¥
1 2 A 2
J a +b
1 1
y haciendo:
e b
Famas it Y, 2 » — ena
‘/ aJl + bl « a'l + b1
se tiene:
a1 bi = ‘/ 2 3 @
< a, -+ b1 o
2 2
—Db1 o (0) ‘/ s
cosa sena
—sena cosa

o lo que es equivalente
X =y a4 b (XoosefYsene)
N ‘/ aer bf (—X sen @ + Y cos @)

Por lo tanto, la transformacion afin conforme
mas general consiste en una rotacién y una dila-
tacién o contraccién homogénea.

La transformacién continua mas general o
transformacioén topolégica se expresa con las ecua-
ciones siguientes:

X=f1, (x,v)
Y—f (x,y)

El vect;)r dr (dx, dy) se transforma en el vec-

tor dR (dX, dY) en que:
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o (5f1 Jfl
dxe — o dx—}—T};—

o dfg 5f2

dy,

Estas ecuaciones expresan que la transforma-
cién topolégica puede considerarse como una trans-
formacién afin en la vecindad de un punto. La
matriz de la transformacién es

dJ £y 7()‘ f;

e O
d fy dfy
ox 2 'Tyi
El vector dR es:
o f; af;
L 5
dR — i of, dr

0x 2 dy

Para que la transformaciéon sea conforme debe
tenerse por tanto:

0 fy o o

df;
v ox

Estas son las ecuaciones de Rieman-Cauchy y
las funciones f, y f, se llaman funciones conju-
gadas.
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Una transformacién conforme efectiia en ls ve.
cindad de cada punto una rotacién y una dilatacion
0 contraccion isotrépica (de igual magnitud en to-
das direcciones), en que el angulo de rotacién y
la deformacién son funciones de punto:

ox

0 f1 \2 of; \2
V( ox ) - ( oy )
Dilatacion o compresién unitaria =— &%

(‘fl 2 ) fl, 2
V ( ox . ( oy )
Y toda transformacion que efectia en la vecin-

dad de cada punto una rotacion y una deformacion
isotropica, es una transformacion conforme.

Rotacién = 4ng. cos

Este enunciado constituye el fundamento ted-
rico del conformégrafo, que consiste en una red
de alambres que forman tridngulos rectingulos
isosceles, por medio de unas piezas cilindricas de
metal, con tres perforaciones, dos a 90° y una a
45°, por las cuales pasan los alambres de acero
templado.
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Las funciones que definen una transformacion
conforme, satisfacen la ecuacién de Laplace, y por
tanto son funciones armoénicas conjugadas.

En efecto:

d £y

J £y = o £y dfq
x & oy : o0 o oy
,éz,fL d2fy d2fy e d2fy
Oix2 oxdy 0 y2 T 0x dy
De donde:
5 02f 02f;
Laplaciano de f, = Afi= < e 0
y analogamente:
s (‘,2f2 dzfz
Laplaciano de f, =A £ = 5— w5 0
Si en el plano (X, Y) consideramos las fun-
ciones:
‘I>1 — aX + bl
o = aY -+ by

Es evidente que son arménicas conjugadas pues-

to que:
92 & 42 @y < i 02 &; 420, o
wxe Qv uwe? L0 e el
y analogamente:
02 @y J Dy
Lt = J X2 Y2 =

Si en el plaﬁo (X, Y) se coloca la red, for-
mando una cuadricula (Fig. 1), a los alambres
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paralelos al eje Y corresponden valores de ®,, en
progresiéon aritmética, de razém “a A X”, en que
A X es el lado de cada uno de los cuadrados y
a los alambres paralelos al éje X les corresponden
valores de ®,, en progresién aritmética, de razon °
‘Ga A X”

Si se deforma la red conservando cada alam-
bre su pardmetro (Fig. 2), cada triingulo rectén-
gulo isésceles se transforma en otro tridngulo rec-
tangulo isésceles curvilineo, y pof tanto, se efectiia
en la vecindad de cada punto una homotecia y
una rotacién, por lo cual se efectiia una transfor-
macién conforme, conservando cada alambre su
parametro. La transformacién conforme esta de-
finida por las ecuaciones

X:f1 (x, Y)
Y —fi (x v)

en que f, y f, son funciones armonicas conjuga-
das, y las funciones:

o XY s Xiby o, (XY ¥k
se transforman en: :

@’ =af, (xy) +b y &'=af, (xy) b
que también son arménicas conjugadas.

Puesto que la transformacién conforme puede
ser cualquiera, se concluye que toda transforma-
cién conforme transforma las funciones arménicas
en armonicas.
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Esto puede demostrarse directamente, calculan-
do el Laplaciano de una funcién F (X,Y), y ha-
ciendo la transformacién:

X =f (X; y);
Y = 6 (% y)
JF JF

VE(XY)—gad F(XY) = o= vx+ 2L gy
Laplaciano de F —

J
— VIF = div grad F (X Y) = V*F (XY) = 2L 2% ¢

JF 42 g (SR
Ty o e (VX ey VXY
LER D 2 F -
oy S s G

Puesto que X e Y son funciones arménicas
conjugadas de x e y,

VK= Y UX Y =0 oy UKL 02y 0
L eew U R *
.‘.V-F(X&)Z@ = m—(m—"m)(v}&)‘
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Por tanto si

02 32

76+ 5ys) F=0

también

(Tj; + ;;7) P—o0

En Hidrodindmica se demuestra que en cual-
quier movimiento irrotacional de un fliido, el flu-
jo y el potencial satisfacen las ecuaciones de Rie-
man-Cauchy, por lo cual en la red de alambres del
conformégrafo, puede considerarse una de las fa-
milias de alambres, como lineas de flujo, y los
alambres ortogonales como lineas equipotenciales.

La figura adjunta muestra una aplicacién del
conformégrafo al trazo de la red de flujo de la
presa de El Palmito.

En Elasticidad se demuestra que en un pro-
blema de distribucién plana de las deformaciones,
la suma de los esfuerzos principales (P—}—Q)' es
una funcién arménica, por lo cual se puede deter-
minar P Q en el interior de una regién cuando
se conocen sus valores en el borde. Este es el pro-

blema de Dirichlet en dos dimensiones.
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La figura adjunta, o sea de las curvas isopi- a la determinacién de P -+ Q en el contrafuerte de
quicas, muestra la aplicacion del “Conformégrafo” un machén de la presa de “Las Virgenes”.
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