IRRIGACION EN MEXICO

APLICACION DE LAS SERIES DE -FOURIER A LA
DETERMINACION DE LOS ESFUERZOS EN
VIGAS DIAFRAGMAS

Por EL ING. Juan R. BRELIVET, pE LA OFICINA DE INGENIERIA
ExpERIMENTAL DE LA C. N. I. EN SaNn Jacinto D. F.

CASO DE LAS COLUMNAS DEL PUENTE-
: CANAL DEL ARROYO SAN PEDRO, EN
EL SISTEMA DE RIEGO DEL BAJO RIO
SAN JUAN, TAMS.

A. Generalidades

Bien se sabe que la teoria general de la flexién
simple se aplica tinicamente a vigas cuya relacién
entre el claro y el peralte es bastante grande. De
acuerdo con los estudios fotoeldsticos hechos por
Frocht, cuando la relacién del claro al peralte
es inferior a tres, las deformaciones por esfuerzo
cortante son importantes y la aplicacién de la
teoria de la flexién simple da resultados erréneos.

Las vigas que se encuentran en este caso, se
llaman vigas diafragmas, y aparecen en muchas
estructuras, tales, como puentes-canales, colum-
nas huecas de paredes planas, etc.

B. El problema general de las vigas diafragmas

Se supondra que las cargas exteriores son to-
das verticales y aplicadas en las partes superior
e inferior de la viga. Se llamaré 1 al claro y 2c
al peralte. Los sentidos positivos estin indicados

“en la figura 1.

El problema es de elasticidad a dos dimen-
siones que se resuelve encontrando la funcién [0}
de esfuerzos que verifica la ecuacién diferencial:

& 3¢ 39
S T2 STeRE o)

Si fc(x) ¥ f_c(x) representan respectivamente
las leyes de reparticién de los esfuerzos o, en las

caras y =c y y —=-—c¢, las cuatro constantes
que intervienen en la funcién ¢ se determinardn
expresando que para:

Txy =0

Txy =0

y=+c dy=1, (x)
Y=-c = (0

Timoshenko en su “Theory of Elasticity”
pagina 44 y siguientes, da un método para en-
contrar la funcién de esfuerzos en forma de una
serie de Fourier.

Aunque el método se aplica para cualquier
reparticiéon de las fuerzas exteriores, se supondra
aqui, en vista del ejemplo que estia al final del
articulo, que las cargas exteriores son simétricas
con respecto al plano vertical que pasa por el
centro de la viga.

Entonces ¢ se puede poner en la forma:

NITX & oeas o
- (2)

donde 7 es un entero cualquiera.

Como lo muestra Timoshenko, la ecuacién (1),
se reduce entonces a

B=F(Y) x cos

ALxf(Y)-2x2f"(Y)+fE (Y)=0 - - - -(3)
donde o(:ﬂg-[

La solucién de la ecuacién (3), es:

FON=CiChot ¥ +C2 Shek ¥ +CsY Choc Y +Ca Y Shoc ¥ - = —(4]
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&= (01 Choc Y + L2 Shec Y + L3 Y Chec ¥ + G Y Shcd) cos wx =~ =(0)

De donde se determinaran los esfuerzos:
6 _ 34
iy

Supéngase que las cargas aplicadas en las aris-
tas y = + ¢ y ¥ =—c¢, son respectivamente de
la forma B cos ax y 4 cos a X, entonces las

y= +¢

Txy =0

Yz = Txy =0
En la pagina 46 de Theory of Elasticity de
Timoshenko, se encuentran ya las expresiones de
OPe (e e
Se debe hacer notar que debido a unos erro-
‘rres de signo en las expresiones de C, y C, del

0
0= 57

(oce Choce— Shoce) Choc Y — o€ Y Shek Y Shoce

o b ate
2 o - 3x 3y

constantes ¢;, ¢,, ¢;, ¢,, s€ encuentran expresando

que para:
Oy ==B cos o< X
Jy==A cos o< X

libro de Timoshenko, los signos que aparecen de-
lante de (A-B) en dicha obra, deben cambiarse,
siendo las expresiones correctas para los esfuer-

zos, las que se escriben a continuacion:

e COS X X

(x=(A+B)
B (c<c Shek e —

Sh2Kc +20Cc

ChoCc) Shoc Y ~ oCYChol ¥ Ch K¢

e cos K X

Sh2Xc-2KCc

e 05 oL X

@:—(mﬁ)f"“ Chelc ¥ Shok ¢) Chol Y= o< Y Shol ¥ Shok €

Sh2c+2cLc¢c

(6)

« €0S X X

. (A“‘B) {oXc Sholc + Chol ¢) Shol Y= oL Y ChoL ¥ ChoX €

Sh2cCc - 26(c

¢ ChoCc ShdY-o(.Y ChoC Y Shole

Exy‘(/HB)

ShQOCc +2 ¢
oCcSho(c Cho(y oAKY Shol Y Chele

e 3€n oKk X

« 5en o X

U0 SEOE e - i

C. Descomposicion del sistema de cargas
exteriores en series de Fourier

El método anterior da la manera de encon-
trar los esfuerzos en una viga diafragma, siempre
que se puedan descomponer las cargas exteriores
en términos de la forma B cos a x & A cos a x.

La descomposiciéon de las cargas en serie de
Fourier da precisamente la solucién del pro-
blema.

En vista de la aplicacién que sigue al final del
articulo, se tomaran los 2 casos siguientes:

1° Carga concentrada en la parte central su-
perior, y reaccion uniformemente .repartida en
la parte interior.

29 Cargas iguales concentradas en las extre-
midades de la parte superior, y reaccién unifor-

~memente repartida en:la parte inferior.
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a) Primer caso K1 del borde superior de la viga. Véase Fig. 2.
s Para una carga total unitaria, las ordenadas val-
Una caresiepie noadaino e pusis (dosco parte uniformemente. La carga unitaria ahi vale

i i aplicaciones z ; . =
poner en serie Fourier, PR EN f5ap ., dran I/KI. En el borde inferior la reaccién se re-
la carga se reparte, en realidad, en una porcion 1/l

més o menos grande del claro. '
Se considera la carga repartida en un tramo El desarrollo de la carga inferior es:

: n-1
1. & Mx L .Sk 3., 00X Slx .. G2 Cos_ﬂlgl_,:__ff_“) .
i 9] e 5 t n :
conn ;__n_lp_gl‘

La demostracion se ehcuéntra'en el'Memorén- Siguiendo el método indicado en el memo-
dum Técnico Num. 38 de la C. N. L., por Carlos randum Num. 38, el coeficiente del término ge-
Graef, neral del desarrollo de la carga superior es:

o
: 4 1
An=—= —=cos NAdA
: T!'- Pt

2 i
La variable avuxiliar A = TX

o

el [ ] 4 NKT
= S n =3
an TKen en )‘ -ﬂ TR s8én 3
2
El término general para la carga superior sera:
4 NKT N X
sen cos
TKEn 2 2

Los coeficientes de cos @ x, con gq— % seran pues:

=4 NKT
An TKen €7 2 sN=>1,2,3,-.-.5p, ---()

n-1
s 1)0 4
Bn= P X =7 n=1-3 Seeree(2p +1), ---(8)

b). Segundo caso cada extremo, las ordenadas seran 1/K1. En el

Las cargas extremas se consideran repartidas bordte 1rl1fer10r, la Sadan lse rei)arte, uniforme-
en tramos Kl del borde superior de’la iga, Tooic: 14 carea unitana vale 2.

Véase Fig. 3. Para una carga total igual a I, en El desarrollo de la carga inferior sera:

| T et il 5T C0'%F . nTx
25 1a w8 ( Xy ol i X cos SR ... B2 0, AX, )
T = (o0} ) ?g tOS‘ﬁfr—»+-1r 1 n 1
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El coeficiente del término general de la carga superior serd:

~Z +KT

4/
a""w K2

=N
2
: Ifa variable}auxiliar A= II—’E
; - T
SRl e

=Tk

Kmn (se"

cos n)\d)\

K1 n1r+sen n-g-)

El término general para la carga superior sera:

24 2K-1 L AL,
KTLn (Sen ToT NT + aen n'—,z—) €05 1

NnTx

SO nm 2
Los coeficientes de cos ¢ X, con g— —7— seran pues:

4 Ohzl i 119
A (5en—————ﬂﬁ\+5enn2)

it 17 2

n=1
(12
n

Bn Tl

Si, en lugar de 1/K1 la carga unitaria vale — Kl

P

Las féormulas (6) dan entonces los esfuerzos
para cada término del desarrollo en serie de las
cargas exteriores.

D. Aplicaciones al cdlculo de los esfuergos
de las colummas del puente-canal
del arroyo San Pedro

Las columnas de seccién hueca son de concreto.

Las dimensiones generales estdn indicadas en
las figuras 4a, 4b y 4c.

El puente transmite sus cargas en los puntos
A, B, Cy A’ B, C'. Las. cargas en A y A’, son
iguales a P; las cargas B, B, C, C’ son iguales

a Q.

La cimentaciéon muy rigida transmite a la co-

lumna sus reacciones que se supondrdn unifor-

memente repartidas a lo largo de las aristas de la

base.

x——@— n: 1;3, 5g

bastara multiplicar los coeficientes anteriores por

n,: :1, 2s 3, <

P (9)

(ep+1)---(10)

Se trata de encontrar la distribucién de los
esfuerzos en las columnas. A los diafragmas de-
finidos por-B, C y B’ C’, se.les llamar4 fronta-
les; a los diafragmas definidos por BB’, A A’
y CC’, se les llamar4 laterales.

a). Reparticion de las cargas entre diafragmas
frontales y laterales

Debido a la continuidad del sistema, los des-
plazamientos verticales del punto A considerado
como perteneciendo, por una parte, al diafragma
B C. 'y, por ofra, i al “diafragma A AZ - se-
ran iguales. Lo mismo puede decirse de los pun-
tos B y C, que pertenecen a dos diafragmas. rec- .
tangulares.

Ahora blen el puente transmite en A una
carga P que se repartird en p, tomada por el
diafragma frontal BC y p, tomada por el dia-
fragma lateral AAL

Del mismo modo, el puente transmite en ca-
da punto B y C, una carga Q que Se reparte q;
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sobre el diafragma frontal y g, sobre el diafrag-
ma lateral correspondiente:

Se tendran las ecuaciones:

P=ptp +Q=q,+q, ---(11)

Expresando la continuidad del sistema en A,
B, y C, se obtendran dos ecuaciones mas, que
daran los valores de q,, q,, p,, P,

Sea 8, el desplazamiento vertical del pun-
to A del diafragma B C, debido a la aplicacién
de una carga unitaria en A.

Sea 8, el desplazamiento vertical del pun-
to A del diafragma B C, debido a la aplicacion
de una carga unitaria en cada punto B WG

Proa + G oas = P2 En (conﬁnuidad en A)

IRRIGACION EN MEXICO

Sea Op el desplazamiento vertical del pun-
to B del diafragma B C, debido a la aplicacion
de una carga unitaria en cada punto B y C.

Sea &y, el desplazamiento vertical del pun-
to B del diafragma B C, debido a la aplicacién,
de una carga unitaria en A.

Sea ¢, el desplazamiento vertical del punto
A del diafragma A A’, debido a la aplicacion de
una carga unitaria en cada punto A y A’

El desplazamiento analogo del punto B del

diafragma B B’, 0 sea ¢, es igual a € ,Yya
que los diafragmas A A, BB’ y C C’, son idén-

ticos.
Expresando la continuidad del sistema en
A, B y C, se obtienen las ecuaciones siguientes:

- --(12)

q, 06 + Pt e =q,€. (conﬁnuidad‘en ByC)

La resolucion del sistema (11) y (12), da:

~ Qohs-P(ds +E )

Pi=Ea

s Sea~ (s + E4) (A t&,
Poea-Q(da+ En)

G =Ena c/an
Po=P- Py
9,= A4,

El problema se reduce a encontrar §,, 3,
54, OB Y €.
b). Cdleculo de las deformaciones debidas

a sistemas de cargas unitarias

Para utilizar los resultados de los parrafos
B y C, se supondri que las cargas DD, q

oor ~(dfs + Ea) (4 3&)

(13)

estan repartidas en longitudes iguales K1, cosa
que se realizard practicamente por medio de pla-
cas de acero colocadas en 4, B, Cy A’, B’, C.

El desplazamiento vertical' de un punto cual-
quiera, tomado en una arista superior de la co-

lumna, seri:

Siendo » el médulo de Poisson.
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Conociendo las expresiones de oy y oy POt €S despreciable del‘mtf’ e““”d partir de X}ZI-
las ecuaciones (6), el calculo de A b no presenta Tomando eso en consideracion, se encontré que
mayor dificultad. el efecto de la dilatacion lateral era despreciable.

Abora bien, en el caso particular tratado, e™*° Las ecuaciones (6) se reducen entonces a:

dx= T—B[H&(%éiléx +A[ 1+o<(y+c):| Q—d(y%)] COS5 o X
Jy = F B[«1+o<(¥-CE|€“(y-c -A[i +c<(¥+c§l Q‘“(WC)} €05 £ X

Gxy = [Boc(y-c) Q"/U-C) +_Aoc(y+c) e-dm{) ] sen o€ X

a4)

fl= oo

ExAh=~ =

i (A +B) cos o x
Ne1.2.3,0 , (15)

—-25 £ (An +Bn) cos My
MZ’;-‘s nx ) )

1°)- Calculo de E o

Entonces x =0, cos %@x =

Eoh --22___ (‘An + Bn)

n=1,2, 3.
e K
con A"'mu.n sen =5 n
n-1
L a7 | .
Bn=(-1) =5+ Nimpar

Bh=0 pera n par

e e
dedondeEdA :-[ﬁi _ﬁz_ __2__ +_1_I_Z_Z(_1)2 ___.]
n=1»2;3

2°) Calcvlo de F oas (x=0)
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L L e b e i
o E s = “ZZ T (An +Bn)
: '”-1-,'2,3.
S v " )
con An“’HKlﬂ (sen 5 TN + sen 5 n
Mdvot '
Br= (U2 o, nimpor
Bn=o0 , para n par
de donde L e A b s bl
~ 8 b 2K 8 6 7
Edgz— e ~— gen ’lTﬂ+(—-——+-——)Z(-1) —E']
: WKgﬂnz = K T n=1,3,5 i
3¢ Caleulo de E 5, X Ak e
e ml” o nT Basta=considerar los términos de orden par,
Si # es non, cos I’T" — O e N sibtonces: :
Bh=0y
Eos =-2 : (—1)
N=2,4,6,.
-0 2K-1 a
Con An = TR [sen —h ﬂn+ sen — n]
Si se pone n = 2p
.8 i
An_Z’EKlp sen (2K~ I)T{p (1) T[K! sen 2KTp
de donde:
Eee o5 L s
T Ko

40 Céleulo de 8,

l TR (IRSC=S 3 7 e 3
Otra vez x = — 3 ; Interesan. unicamente los terminos de orden par y. B, =0,

n= 2,4 6,

Edanf*?Z( 1)2 A



ABRIL-MAYO-JUNIO-1944 65
e JHIS £ R
i hn=mGn S e g P
de donde oo
2 gl
EJ"A'—WKE("D = sen ’ﬂKp

59 Calculo de E e,

Como la distancia K1 se tomara igual para
todos los diafragmas, se debe tener en cuenta
que, siendo I diferente para los diafragmas fron-

=0

tales y laterales, el valor de K no es el mismo en
ambos casos. Para el diafragma lateral se lla-
mara K’ y se tendra de un modo analogo al

~calculo de E 8,y :

EaA:"ﬁE{%{T %—;sen?K’ﬂp
P2
6° Calculo numérico de las deformaciones. Cono'l 6100 i~ T27

Se tomé K1 =20 cm.

Se encontrd entonces:

= 1, 0
12,;3”2 sen = n= +0.4901 ...
>0
:_1.'2 sen gﬁinﬂ;{ 0-9456.
om ok
=1
Z.P_z_. sen ZK'T[p =~ 4+ 05015...
1523
= by = 5
:(_1) .Fz., senKﬂP::—-U.UGLB
1,2,3,..

S 1)‘5' .17 — +0.91396

N=1,3,5,.

Para el diafragma lateral
K= 20 'cm.

de donde K' = 10

con I =200 cm.

Z—P-Lsenzn Tp = +0.9237
P=123,.

E 85, = + 0.4403.
E e =—37435.
c). Cdlculo de las cargas p.,, D», Qi> Gs.

La carga total aplicada A, vale 79000 Kgs.

Los diafragmas tienen todos el mismo espesor

20 cm. La carga P valdra:

dando finalmente:

E 3, = 59043
E 57— 06300
E 8; =-—68089.

79(:;’0 = 3950 Kgr./cm.

La carga total aplicada en B, vale 57000 Kgs

El valor de Q sera:

57000
20

09— = 2850 Kgr./cm.
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GRAFICA DE VARIACION DE"GXU"EN DIAFRAGMA FRONTAL
ESCALA DE ESFUERZOS
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FIG.8



Las ecuaciones (13), dan:

p, = 038688 X P —0.02393 X Q —

IRRIGACION EN MEXICO

1457.117 Kgr./cm.

P, = 0.61312 X P+ 0.02493 X Q = 2492.883 <

g, = 0.01614 X P+ 035371 X Q=
g, = 0.01614 X P + 0.64629 X Q =

d). Cdlculo de los esfuer;os en el diafragma. .
frontal.

Esta sometido en la parte central superior a la

A= pi NKM

’T(KBn 22N =5 0 X

OA = Tken

y para B el valor o si n es par, y el valor:

04
B:(—l)Th—%—E(piﬂql) 5i N es non

Los diagramas dan los resultados obtenidos.
Véanse las figuras 6, 7 y 8.

e). Cadlculo de los esfuergos en el diafragma
transversal

De los tres diafragmas transversales, el mas
cargado es el central, sometido en cada esquina
superior a la carga p,.

Se aplican las férmulas (14) tomando para
cada valor de #n:

s 4 2K’ n
A—pzxm<sen 2 n1r+sen ")

y.para B el valor o si u es par, y el valor

RS

B=(1)= e

p, SN esnon

E. Conclusiones y observaciones

Se referiran al diafragma frontal siendo las
conclusiones analogas para los: demas diafragmas: .

a) . Esfuerzos o normales a una seccion

horizontal. Fig. 6.

1071.846 4
1773154 - 43

carga p, y en las esquinas superiores a la car-

g4 g;-
Se aplican las féormulas (14) tomando, para

cada valor de n:

4

”(KEH nﬂ)

(sen A m( +5en 5

4 [Pise” UHE +q1(sen QKlmt +sennﬂ)]

nos tomados en el desarrollo en serie de Fourier,
se aproxima bastante a la carga verdadera. Los
esfuerzos en el centro y en las esquinas superiores
son practicamente iguales a los que resultan por
la aplicacion de la carga definitiva.

Existen todavia en la seccién superior, unos
esfuerzos de tension ligeros, pero para hacerlos
desaparecer- se hubiera necesitado llevar el des-
arrollo en serie de Fourier més adelante, siendo
algo laborioso. El error que se comete asi no in-
fluye de un modo apreciable en la distribucién
de los esfuerzos en la mayor parte del diafragma.

Se ve que el efecto de concentracion de es-
Juerzos ya desaparecié [francamente a una distan-
cia de Y4 del peralte a partir de la parte superior.

Se notara que las compresiones obtenidas en
las diversas secciones se vuelven nulas en las
extremidades . verticales del diafragma. En la
realidad, tomando mas términos de las series de
Fourier se llegaria a encontrar en cada seccion
horizontal una distribucién préacticamente cons-

tante de las compresiones. De todos modos para
l l 31

los puntos x:Oi"’x:i e o

los resultados obtenidos dan una buena aproxi-

~ .macién de los esfuerzos de compresién.

En el diagrama se notara también que las
compresiones obtenidas, son diferentes para sec-

- ciones horizontales diferentes.

Eso no es de extrafiar, ya que el método usa-

En la figura correspondiente se ve - que 13’; do da esfuerzos cortantes a lo largo de las aris-

linea de carga obtenida con el ntimero. de terml-* “tas verticales; véase Fig.8 para x=

l
5 - Estos
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esfuerzos cortantes son tomados por los diafrag-
mas transversales. Se verific6 en cada seccién
¥y = constante, que la suma de las cargas norma-
les, mas las debidas a los esfuerzos cortantes, era
igual a la carga exterior aplicada.

" En la Fig. 9 esta la tabla de los esfuerzos oy
en el diafragma frontal, tomando en cuenta los
esfuerzos debidos al peso propio.

b) . Esfuerzos g, normales a una seccién ver-
tical, Fig: 7.

El examen de la figura, muestra, en primer
lugar, una fuerte discrepancia con el diagrama
que se obtendria aplicando la teoria de la flexion.
Esto era de esperar, ya que la teoria de la flexién
simple es aplicable tinicamente a vigas, cuya re-
lacion entre el claro y el peralte es grande.

Las concentraciones de esfuerzos se -verifican
practicamente en el octavo superior, y en el oc-
tavo inferior del peralte. ;

Se verific6 que en cada seccion vertical la
suma de las areas negativas es igual a la suma
de las areas positivas, ya que la resultante nor-
malmente a una seccién vertical tiene que ser
un par equivalente al momento flexionante.

¢). Esfuergos G e Esfuerzos cortantes.

Fig. 8.

Por las mismas razones expuestas en el inciso
b) anterior, la distribucion de los esfuerzos cor-
tantes a lo largo de una vertical no se parece en
nada a la parabola que se obtendria con una
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viga ordinaria. Llegan a un valor casi nulo cer-
ca de la mitad del peralte, en lugar de ser maxi-
mas como en el caso de una viga ordinaria.

Aun siendo pequeiios, los esfuerzos cortantes
maximos se producen también en el octavo su-
perior e inferior del peralte.

d). Observaciones.

Para tipos de diafragmas de dimensiones ana-
logas al estudiado, se ve que los refuerzos que se
podrian necesitar deben encontrarse en el octa-
vo superior y en el octavo infericr del peralte.

De un modo general, en cuanto a la dificul-
tad del calculo, se puede decir que si las cargas
exteriores son bastante concentradas, las series
de Fourier obtenidas son lentamente convergen-
tes, lo que exige el calculo de muchos términos,
siendo algo laborioso aunque no dificil. En el
calculo anterior se tomaron 20 términos.

Si la carga esta repartida en un tramo gran-
de, o como era el caso aqui, para la arista infe-
rior, si la carga es uniformemente repartida, 3
a 5 términos bastan para obtener una aproxi-
macién bastante buena.

A igualdad de sistema de carga exterior, el
procedimiento de calculo converge mas rapida-
mente a medida que la viga se hace mas del tipo
diafragma, es decir a medida que se aumenta la
relacién del peralte al claro.

En la Fig. 9 estdn los esfuerzos ¢, toman-
do en cuenta el peso propio para el diafragma
central transversal.



