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Por el Ing. H. Arthur MEYER, en colaboracion
con el Ing. Carles TREVINO SALDANA

L INTRODUCEION

1. La palabra latina “status”, de la cual proviene la pala-
bra “estadistica” ha sido usada para designar un estado poli-
tico. Por tal razén, los primeros trabajos que se hicieron con
el objeto de investigar las condiciones peculiares que pueden ser
encontradas en el seno de una sociedad humana, se llamaron
trabajos estadisticos. Estos trabajos principalmente se refirie-
ron a la poblacién y a la distribucion de los individuos que la
componen, segin su edad, altura, etc. Otras caracteristicas, ta-
les como color, raza y enfermedades, también sirvieron para
hacer esta clase de estudios.

Mas tarde, los términos poblacién y estadistica, fueron apli-
cados no solamente a los estudios sobre poblaciones humanas,
sino también a otras congregaciones de individuos similares, ta-
les como animales, plantas, o a cualesquiera otras, pertenecientes
ya sea al mundo orgénico o al inorganico, o simplemente a un
conjunto de observaciones, como por ejemplo, una serie de repe-
tidas mediciones. '

El primer paso en los estudios estadisticos consiste en la
recoleccién de los datos, es decir, en la anotacién de las dife-
rentes observaciones hechas en cada uno de los individuos que
integran la poblacién o una muestra de la misma. Después, estos
individuos deberan ordenarse de acuerdo con una o méas de las
caracteristicas observadas. Para dar un ejemplo sencillo, pode-
mos medir las alturas de los soldados de un ejército; la altura
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Fig, 1. Distribucién del peso especifico de 1,240 muestras de Douglas
fir (tipo de la costa). Datos de L. J. Markwardt y T. R. C. Wilson.
es, por lo tanto, la variable de acuerdo con la cual la poblacion
sera clasificada. Una vez hecho esto, y después de haber deter-
minado el ntimero de individuos que hay en las diferentes clases
de tamafio, los problemas que se presentan son numerosos y

dependen del objeto del estudio.

Es posible que tnicamente estemos interesados en el valor
medio de las cantidades medidas; y en este caso, para expresar
este valor medio, generalmente se toma el promedio aritmético.
En otros casos podemos estar interesados en la variacion de
las mediciones individuales alrededor del valor medio; la medi-
da de tal variacién o dispersién es llamada desviacién tipo (stan-
dard deviation). El calculo del promedio aritmético y de otras
caracteristicas, practicamente representan una reduccién de los
datos observados.

Ademas de calcular ciertos parametros que sirvan para ca-
racterizar una poblacién, debemos investigar de un modo méas
directo la naturaleza de la poblacion. Si representamos grafica-
mente el nimero de individuos encontrados en las diferentes
clases, en funcién de la variable independiente, de acuerdo con
la cual se ha agrupado la poblacién, podemos facilmente com-
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Fig. 2. Distribucién del nimero de 4rboles en un bosque virgen,
en funcién del diametro a la altura del pecho. Superficie, 9 Ha.

prender lo que se entiende por distribucién de frecuencia. La
frecuencia en cada clase es convenientemente representada por
la superficie de un rectangulo erigido sobre el intervalo corres-
pondiente a la clase. Las figuras 1 y 2, representan ejemplos
diferentes de distribuciones de frecuencia. Las 1,240 muestras
de madera de Douglas fir, de las cuales se ha determinado el
peso especifico, estan distribuidas simétricamente alrededor del
valor medio del peso especifico. En el otro caso, el nimero de
arboles de un bosque virgen, de edades miultiples, representado
en funciéon del diametro a la altura del pecho, muestra una
distribucién asimétrica. El estudio de la forma de la distribu-
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ci6n de frecuencia juega un papel importante en los estudios
estadisticos. :

Seria facil mencionar otros aspectos y problemas que sur-
gen en los trabajos estadisticos. Sin embargo, las notas ante-
riores son suficientes para dar una idea de la naturaleza de esta
clase de investigaciones, y ahora no es necesario entrar en mas
amplios detalles. Una base exacta y una sistematica presenta-
ciéon de la materia, es mejor comprendida y apreciada cuando
el estudiante ya conoce la soluciéon de ciertos problemas esta-
disticos especificos. Por lo tanto, haciendo caso omiso de mas
consideraciones generales, las cuales aparecen casi siempre va-
gas, entraremos en el primer capitulo de este curso para estu-
diar claramente los definidos problemas del calculo de errores.
Gradualmente, después, y de un modo natural, abordaremos pro-
blemas estadisticos cada vez méas complejos. '

En la primera parte de este curso, Unicamente trataremos
aquellas cuestiones que pueden ser comprendidas y resueltas de
una manera elemental. Mas tarde, cuando el estudiante conozca
como manejar los mas importantes procedimientos usados en la
estadistica, él sera capaz de ver, por si mismo, la necesidad de
reconsiderar la misma materia desde un punto de vista mas
general. Esto estd dado en la segunda parte del curso. La pri-
mera parte presenta un tratado introductorio de la materia,
dando mas importancia a la explicacion de calculos numéricos
v al manejo de datos numéricos en general. Para el principiante
estd dado un gran ntimero de ejemplos practicos. Especialmente
se llama la atenciéon al hecho de que tnicamente en la segunda
parte hablemos en términos de probabilidad, a pesar de que la
palabra es usada ocasionalmente en la primera parte.

II. ELEMENTOS DEL CALCULO DE ERRORES

2. El caleulo de errores puede considerarse ahora como una
parte de la estadistica, aunque en realidad fué elaborado deta-
lladamente y aplicado sucesivamente desde el principio del siglo
pasado, es decir, aproximadamente cien afios antes que los mé-
todos modernos de la estadistica matematica adquirieran la im-
. portancia que hoy tienen en cualquier rama de trabajos expe-
rimentales. Empezaremos con una exposicién elemental del
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céleulo de errores porque consideramos que es una apropiada
introduccién a los métodos estadisticos en general.

3. Diferentes clases de errores. En la medida de una mag-
nitud fisica hay, invariablemente, un cierto limite de precision
o una cierta cantidad minima, debajo de la cual la medicién es
mayor o menor y no puede obtenerse una mayor precision., Nun-
ca es posible encontrar el verdadero valor de una cantidad ob-
servada. Hablar del valor verdadero de una magnitud fisica,
como, por ejemplo, de la longitud de una regla, no tiene sentido
real y practico, asi como tampoco lo tendria el decir que la lon-
gitud de la regla es racional o irracional. Si no obstante, habla-
mos del verdadero valor de una cantidad, simplemente intro-
ducimos una nocién ideal, una hipétesis de trabajo, la cual faci-
lita el logico tratamiento de ciertos problemas. De una manera
razonable podemos interpretar esta expresion, diciendo que el
valor verdadero de una cantidad observada, es aquel valor que
obtendriamos haciendo un infinito nimero de observaciones.

Tal definicién implica que ocurran errores positivos y nega-
tivos de la misma magnitud con la misma probabilidad, de ma-
nera que en una serie infinita de observaciones, se compensarian
mutuamente los errores positivos y negativos cometidos. Ade-
més, es necesario decir que los errores de que hablamos estan
fuera del control del observador y deben considerarse como erro-
res de observacién casuales e inevitables. En la teoria de los
errores trataremos dnicamente de estos errores accidentales.

No se toman en consideracién los errores graves de equivo-
cacién que puedan ocurrir, como, por ejemplo, cuando no conta-
mos correctamente el niimero de cadenas al medir una longitud
en el campo. Repitiendo la medicion es facil encontrar y recti-
ficar tales errores.

Tenemos que mencionar otra clase de errores, los llamados
errores sistematicos. Estos errores no pueden disminuirse o
eliminarse por repetidas mediciones. La mayor parte de los
errores de este tipo son errores instrumentales. Por ejemplo,
se comete un error sisteméatico si al medir la longitud de una
distancia se usan cadenas demasiado cortas o demasiado largas.
Corrigiendo el instrumento de medida pueden reducirse los erro-
res sistematicos, y¥ aun eliminarse. Otro método para eliminar
los errores sisteméticos es el arreglar la medicion de la magni-
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tud, de tal manera, que los errores que se cometan queden auto-
méticamente compensados. Un ejemplo de cémo se procede con
este método, es el siguiente: al usar un transito excéntrico, los
errores que se cometen a causa de esta excentricidad, pueden
eliminarse usando el aparato en posicién directa y luego en posi-
cién inversa. ; :

4. Medicién de la exactitud. Uno de los primeros proble-
mas que se presentan en el calculo de errores, consiste en esta-
blecer una expresiéon para determinar la exactitud de una medi-
cién. Como los errores casuales difieren de una a otra medicién,
es necesario tomar un cierto promedio de estos simples errores.
Por lo pronto, supongamos que conocemos €l verdadero valor
de la magnitud medida. Si designamos este verdadero valor por

¢, y los valores observados en N diferentes mediciones con X,,
X,,... X, los errores verdaderos serian:

6 =X1 — 4

g =Xp — p

en— Xy — &

A fin de caracterizar por medio de un solo simbolo la exac-
titud de estas mediciones, la primera idea seria tomar el prome-
dio aritmético de los valores absolutos de estos errores.

Este promedio

[l el Sl ] IR
N

es actualmente llamado el error medio, cuando N tiende al in-
finito.

Como lo ha demostrado la practica y como ha sido explicado
teéricamente, este error medio no es la mejor expresién para
determinar o caracterizar la exactitud de una serie de mediciones.
En el calculo de errores y en la estadistica en general, es usado
un promedio méas eficiente, llamado el error medio cuadratico o
error tipo (standard error). Tratandose de distribucion de va-
lores, esta misma expresion matematica se llama desviacién tipo
o desviaci6on media cuadratica. El error tipo es igual a la raiz
cuadrada del promedio de los errores simples al cuadrado. Los
errores individuales, que representan valores positives y nega-
tivos, se convierten en cifras positivas al elevarlas al cuadrado.
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Expresando el error medio cuadratico o error tipo por medio de
una formula, tenemos:

Cuando N —® @, obtenemos el error tipo, que se designa siempre con la letra
griega o

En realidad, nunca podemos determinar el verdadero valor
de una cantidad medida. Por esto, es también imposible calcu-
lar los verdaderos errores ¢, €, e, .......... en . Por lo tanto, el pro-
medio aritmético de las mediciones es considerado como el
mas probable valor de la magnitud. A primera vista, esta supo-
sicién parece razonable y ha dado buenos resultados en la prac-
tica. Designemos el promedio aritmético de N valores observa-
dos X,, X,, X.... X,, con el simbole X; entonces, las diferencias

7/1:X1——§'(
Uy :Xz—-i

que son llamadas residuales, representan, por lo tanto, los mas
probables errores o errores aparentes. Si calculamos ahora el
promedio aritmético de las diferencias residuales al cuadrado y
luego tomamos la raiz cuadrada de este resultado, de acuerdo
con el procedimiento aplicado anteriormente al tratar con Ilos
errores verdaderos, obtendremos un valor, el cual algunas veces
es demasiado pequefio, porque la suma de las diferencias resi-
duales al cuadrado (= »2?) es mas pequefia que la suma de los
errores verdaderos al cuadrado (= 2). Por lo tanto, se aplica a la
desviacion tipo observada:

Loy X R+ + (Xy—X)2
un factor de correccion a fin de obtener una mejor estimaciéon

del verdadero error tipo o Este factor de correccién sera dedu-
cido en el inciso 10.

Desde luego, en el estudio de los métodos estadisticos debe
saberse distinguir entre el valor verdadero y el valor estimado
del error tipo; esto se hace mas evidente segun se avanza en el
estudio de la estadlstlca
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La letra S es usada para designar la desviacién tipo, - el
error medio cuadratico de una muestra de N observaciones. A me-
dida que N crece sin limite, es decir, cuando se aproxima al infini-
to, el valor de S difiere cada vez menos del verdadero valor de o,
el cual debe ser considerado como la desviacion tipo de una
poblacién matriz infinitamente grande de la cual suponemos ha-
ber tomado una muestra. S representa, por lo tanto, una estima-
cién de o, aunque se obtiene una mejor estimacién usando N — 1
en vez de N (véase inciso 10).

5. La ley de propagacion de errores. El primer problema
que resolveremos, se refiere a encontrar el error tipo de la suma
o diferencia de dos cantidades observadas X’ y X”’, cuyos errores
tipo verdaderos son ¢’ y ¢’ respectivamente. Suponiendo que co-
nocemos los errores verdaderos hechos en una serie de N. ob-
servaciones de las dos cantidades X’ y X, designemos estos
errores por.

Si combinamos las correspondientes mediciones hechas en
las dos cantidades, en vez de combinar tinicamente el promedio
de las dos series de mediciones, los errores de cada uno de estos
pares, serian: °

Con estos errores podemos ahora calcular, de un modo elemental,
el error tipo de la suma de las cantidades X’ y X”:

02— % 352 —= % 2 (g -+ &7)2=—= —l%— 3 (g2 + e’ L 2 ¢/’ £02)

£1]

Como los errores &« y = pueden ser igualmente positivos y
negativos, los productos «’ «i”’ seran también unas veces positivos
y otras veces negativos. Por lo tanto, la suma de estos pro-
ductos, tendera hacia cero cuando el nimero de observaciones
tienda al infinito. De cualquier modo, 23’ sera definitiva-
mente mas pequefio que 2¢<i? o que Y&’ ya que la suma de los
errores individuales son siempre positivos. Por esta razén, debe-
mos despreciar la doble suma de los productos en ecruz & «

y escribir simplemente:
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1 i
02 — o et — Zg2=0"2 4 0’2

N N

El error tipo ¢ de X = X’ + X” es, por lo tanto, igual a la raiz
cuadrada de los errores tipo al cuadrado ¢ y ¢':

G — ‘/0’2 -+ ¢2

De las deducciones anteriores, puede facilmente compren-
derse que se obtiene el mismo resultado cuando se calcula el
error tipo de la diferencia de X’ y X”. La suma de los productos
en cruz es en este caso negativa, pero ya que esta suma es des-
pués omitida, no cambiara el resultado.

Por razonamientos inductivos facilmente comprendemos que
el error tipo de la suma o de la diferencia de tres o méas canti-
dades X, X X% .iseraiigual a

Primero calculemos el error tipo de la suma o diferencia de
X’ y X”. Después tenemos X’ = X’ como una cantidad cuyo
error tipo es conocido y anadamos una tercera cantidad X y
obtendremos, por la misma férmula, el error tipo de la nueva
suma o diferencia, que actualmente es (X’ = X”) = X’”. A esta
nueva suma afnadamos la cuarta c¢antidad, ete., ete. Si los erro-
res a, a6, ... son todos iguales, entonces el error tipo de
L Xe TN - Sepa

G:‘/a’2+o”2+g””+ ,,,,,, :6‘/N

en donde N es el ntimero de términos, sumados o substraidos.

- Ejemplo 1) —Haciendo un inventario completo, el volumen de
un bosque ha sido determinado hoy y diez afios antes. En
el primer calculo se obtuvo un volumen de 4000 m? y 10
~afios después uno de 4800 m®. El error tipo del volumen
medio se supone que sea de 1% en cada caso. (Cuél es el
error tipo de la diferencia de volimenes?

&

Error tipo del primer volumen:

o3 = 40 m®
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Error tipo del segundo volumen:
6y = 48 m3

Error tipo de la diferencia de volimenes:

a:J402+482 - v3904:i62m3

Expresando este error tipo de la diferencia de volimenes
en porciento de esta diferencia, obtenemos:

S 8—%‘%— 100 = + 7.8 %

Ejemplo 2).—El error tipo en volumen de 1 Ha. de un bosque
mas o menos uniforme se supone que sea de 1% cuando
se mide una superficie de tal tamaiio. ¢Cual es el error
tipo en volumen de una superficie de 25 Ha. de la misma
clase, cuando se mide toda esa superficie?

Como todas las 25 Ha. estan cubiertas por el mismo tipo
de bosque, se supone que el error tipo de medida en volu-
men en cada una de las 25 Ha. sera de 1%.

El error tipo de la superficie total sera, por lo tanto, si
V es el volumen por hectarea:

vy ‘/
100 V25

Si expresamos este error en porciento del volumen total,

obtenemos:
25 V =

error que es 5 (=1/25) veces menor que el porcentaje de error
por hectarea.

6. La ley de propagacion de errores. Continuaciéon. Las il-
timas férmulas nos dan el error medio cuadratico de la suma o
de la diferencia de varias cantidades observadas cuyos respec-
tivos errores medios cuadraticos o¢’, ¢°, ¢”,... son conocidos.
Ahora debemos investigar como se propagan estos errores de
observacién cuando la cantidad final calculada no es simplemente

la suma o la diferencia de dos o mas observaciones directas.
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El caso mas simple es encontrar el error medio cuadratico
de una cantidad
N — % X
en donde k es una constante y X es una cantidad observada
cuyo error tipo es . Cuando X se multiplica por Kk, entonces el

error de X es también aumentado k veces, y es claro y no nece-
sita explicacién, que el error tipo de Y sera igual a

cY:k_a

De una manera elemental, también podemos deducir el error
tipo de una cantidad

VX X
cuando los errores tipo de X’ y X’ son ¢” y ¢” respectivamente.
Si los valores verdaderos de X’, X” y Y son llamados respecti-
vamente ¢, &' y 7, tenemos.

Ademaés, cuando obtenemos! en un par de observaciones los
valores xX’— ¢ 4 ¢ y X7 =& + ¢ podemos escribir v— 7+ ¢ en la
forma '

Y:X’.X’,:(f’ +£7) (é""[’s”)
El error de Y para este par especial de observaciones .es entonces
igual a

0, despreciando el dltimo término que es pequeiio comparado

con los dos primeros, obtenemos:
s_:;_-; & G £ o
Finalmente, el error tipo de Y sera

1 1
02— _ﬁ_ > (sa e 6.:)2 — Y\T—_z (572 &2 o £72 672 JLa e £ ¢ e”)
Despreciando el términoz 2 ¢” ¢ 2. el cual es pequefio porque los
productos ¢ ¢ ¢ 7 seran igualmente positivos y negativos, obte-

nemos:
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sl I3aie
T2 ;;2 _N“ > 272 + .f”z ,_‘? 3312

L

.fyz 62 + Sng G2

¢ — Jg—)ggn o &2 2

Como no conocemos los valores verdaderos de X' y X de-
bemos substituirlos por el promedio aritmético de X’ y X”. Ha-
ciendo tal substitucién, obtenemos para el error tipo de Y, la
formula :

‘,’}—(’2 072 L X 72072
Ejemplo 3).—Se ha medido la longitud y la anchura de una su-
perficie rectangular, y los valores obtenidos son 25 m. y
6 m. Los errores tipo de estas mediciones se suponen que
son 0.1%. ¢Cual es el error tipo del area del rectangulo?
Ya que los errores absolutos de la longitud y de la an-
chura son 0.025 m. y 0.006 m., el error tipo del area, sera:

N (25:0.006)% + (6:0.025)2
V7(0.15)2 4 (0.15)2

1/70.045
0.212 m?

es decir, 0.149% del area.

I

il

7. Generalizacién de la ley de propagacion de errores. Ha-
biendo estudiado de un modo elemental algunos casos concer-
nientes a la propagacién de errores, podremos ahora encontrar
el error tipo de una cantidad Y, cuando

¥ =7 (z)
Las anteriores deducciones resuelven este problema cuando Y
es una funcién lineal de X. A fin de determinar el error en Y para
funciones de grado superior, podemos escribir, aplicando el teo-
- rema de Taylor,

2 —
AX
3¢

AX
1

-~ g

Al 00 L A X (X)) &

Si X es el verdadero o el mas probable valor de la cantidad
observada, y AX es el error de X, entonces AX serd pequeno
comparado con X, y los términos siguientes a AX £'(X), pueden

ser despreciados. Por lo tanto, tenemos
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Y 4 Ay —F (X) + AXF (X)
Substrayendo de esta ecuacién la siguiente
Y = f(X)
obtenemos
Ay — X ()
v
2 x a]

Ahora, haciendo el promedio de un gran nimero de observa-
ciones en cada uno de los miembros de esta ecuacion, obtenemaos.
oyt =2/ (2) |

0 sea

oo — o A rli-— o dlj;»g)

Esta formula es una aproximacion en muchos casos, ya que
hemos despreciado los términos desde la segunda potencia de AX
en adelante; es decir, que hemos supuesto que AX, el error de X,
es siempre pequefnio. También hemos supuesto que £7 (X), ete,,
no toman valores grandes.

Sin embargo, podemos convencernos de que las férmulas
dadas en los dos incisos anteriores, estan de acuerdo con el
presente resultado. Por ejemplo,

Wi Eiox
De aqui,
@) =kX, 7 (@) =%,/” (z)—o0
Entonces
G0k

valor que no es aproximado, puesto que no hubo supresion de
términos, ya que la segunda y siguientes derivadas dan cero.

Ejemplo 4).—El error tipo obtenido al medir repetidamente el
diametro X de un arbol, es ¢, ;cual es el error tipo de la
superficie basal correspondiente al diametro de este arbol?

9
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Superficie basal:

v - .
P
\ dY“”Z—r‘i
IR
‘ e
Gy —o XS

2

Supongamos que determinamos experimentalmente el error
tipo de X y que hemos obtenido un valor de 0.012 m. para
X = 0.40 m: El error sers, por lo tanto, de 3%. De acuerdo
. con esto, el porcentaje de error de la superficie basal, sera:

s g

200
—— PoemiTs )
0.012 o= = 6.7

Es decir, que el porcentaje de error del area basimétrica, es
dos veces mayor que el porcentaje de error del diametro.

8. Generalizacién de la ley de propagacion de errores. Con-
tinuacion. Investigamos ahora céomo se propagan los errores
cuando Y es una funcién de diferentes variables X’, X7, X°”,...:

N ORI NERU s e )

Suponiendo que de todas las variables directamente observadas,
solamente X’ esté afectada por un error, entonces el error tipo
de Y sera:

g Y
(7\- === {0} e
dX
en donde g}% representa el coeficiente diferencial de Y con res-

pecto a X’ y ,’ el error tipo de X’. Si Unicamente es la variable
X’ la que esta afectada por errores, entonces el error de Y
sera:

ay
d X’Y

IRy
Oy — 0

Las mismas afirmaciones pueden hacerse en relacién con las
deméas variables X*?, X ..
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Podemos ahora considerar los errores s’ 5,”,... COMO erro-
res independientes cuya suma total es el error tipo de Y, cau-
sado por los errores en X’, X”, X’ ... Asi como el error tipo
de la suma o diferencia de ciertas cantidades ha sido determi-
nado, podemos calcular también el error tipo de Y:

o, — (6 PG e e

— V/ G2 ( dd}: )2 - 0’2 ([7—}3’7)2 -+ c’2 dd);‘:"> +

Como ilustracion de la fé6rmula obtenida, podemos calcular el
error tipo de la funcion

Vi X X
en donde el error tipo de X’ es igual a <’ el error tipo de X’ es
igual a ¢”. Los coeficientes diferenciales, parciales, seran:

ay
ax

ax
g Xy

—

=

por lo que obtenemos para el error de Y:

ol — PR
que es la formula anteriormente obtenida.

Ejemplo 5).—Se desea calcular el volumen V de un arbol y el
error tipo de este volumen, cuando el diametro a la altura
del pecho D, la altura total H y el coeficiente moértico F,
asi como sus respectivos errores tipo, son conocidos.

Siendo
B —— 0404 20012
Ho 500 - 050m
F — 0463 + 0.01389
primero obtenemos
N ‘% D2H E — 07854 °0.16 * 30" 0-463 — 1.75 m?

y entonces

( )+ o) 42 ()
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Los coeficientes diferenciales parciales, son:
V. . ?2tDHE |

e = —4 11.42
aV T D2 F s

e e = 0.07408
ada Vv 7w D2 H T
Ty

El error tipo del volumen del arbol es finalmente:

o %‘/ (0.012)2 (11.42)2 -+ (0.50)2 (0.07408)2 + (0.01389)2 (4.8)?

— 0.7854 1/ 0.017781 + 0.001305 + 0.004444 — 0.120 m?3

Comparando el error tipo parcial al cuadrado, causado
por la inexactitud en la medici6n de los diametros, con los
demas contenidos bajo el radical, resulta ser el mas grande.
El error en volumen de 0.12 m? es 6.9% del volumen total
del arbol.

Si calculamos con el mismo grado de exactitud el volu-
men de 100 arboles de mas o menos iguales dimensiones,
el error tipo del volumen de estos arboles sera de:

0120 4 00F — 12 m?
y el porcentaje de error en volumen de estos arboles sera:

12
175

o sea diez veces mas chico que el porcentaje de error de

un solo arbol.

9. El error tipo del promedio aritmético—Es razonable que
se tenga mas confianza en el promedio aritmético de una serie de
mediciones, que en una medicion aislada. Por lo tanto, es logico
que el error tipo del promedio aritmético sea mas pequefio que
el error tipo de una observacion aislada.

A fin de calcular el error tipo del promedio aritmético, tene-
mos que aplicar la ley de propagaciéon de errores en su forma
mas sencilla. Calculando la suma de N observaciones aisladas

.100 = 0.7%

X Xin s PXg Xy

sin ningtn conocimiento de sus respectivos errores podemos asig-
nar a cada valor observado, el mismo error tipo ,, y entonces
calcular el error tipo de la suma de todas las mediciones, las
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cuales han sido hechas en la misma magnitud y bajo las mismas
condiciones; el error tipo de esta suma tiene un valor de

5]/N

Para obtener el promedio aritmético de las N. observaciones,
debemos dividir la suma de X, X,, X,, ... X, entre N. Haciendo
esto, también reducimos N veces el error tipo d(\a la misma suma,
obteniendo

(of ]/ N o7
N V. N

El error tipo ;- del promedio aritmético de N. observaciones
X, X, X,, ... X, esta dado, por lo tanto, por la férmula

(o3

G; = -I/—I\I.—
en donde , es el error tipo de una observacion aislada. Esta
importante férmula del calculo de errores, dice: “El error tipo
o error medio cuadratico del promedio aritmético de N observa-
ciones, se obtiene dividiendo el error tipo de una observacién ais-
lada por la raiz cuadrada del ntimero de observaciones”.

Ejemplo 6).—Al efectuar repetidas mediciones de la altura
de un arbol por medio de un hipsémetro, obtenemos al-
gunos resultados diferentes debidos a los errores acci-
dentales de las mediciones. Supongamos que el error
tipo de -una observacion aislada sea 0.5 m. ;Cual es
el error tipo del promedio aritmético de 10 observa-
ciones ? ¢ Cuantas observaciones es necesario hacer pa-
ra que el error tipo del promedio aritmético sea tan pe-
quefio como 0.1 m.?

oi— ()5 M.

El error tipo del promedio aritmético de 10 observa-
ciones, es
0.5 0.5

. = Do s 0ile
S U
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A fin de resolver la segunda cuestion tenemos que re-
solver la siguiente ecuacién, en la cual el nimero N
es la incognita:

Son necesarias 25 observaciones.

10. Factor de correcciéon para calcular el error tipo de un
limitado ntmero de observaciones—En todas las deducciones
anteriores, hemos supuesto que conocemos el verdadero valor de
la cantidad observada, por lo que ha sido posible calcular el
verdadero error tipo de una serie de observaciones. Al fin del
parrafo 4, se indicé la necesidad de aplicar un factor de correc-
ci6n cuando se calcula el error tipo tomando como base los errores
aparentes, los cuales se obtienen haciendo la diferencia entre
los valores observados y el promedio de las observaciones. En
realidad, en la practica nunca tenemos otra base diferente a ésta.
Si fuera posible hacer un infinito nimero de observaciones, el
promedio aritmético seria igual al verdadero valor de la canti-
dad observada; pero, en la practica, cada calculo del error tipo
estad basado en un limitado ndmero de observaciones. Por lo
tanto no es posible calcular el verdadero error tipo 5, sino un
valor aproximado, una estimacién de ,, la cual se designa con
la letra S. Esta distincion es muy importante en la teoria de la
estadistica, como sera mas tarde puesta en evidencia. La cantidad
S, que en general es definida como la desviacion tipo de la serie
de observaciones, representa, por lo tanto, una estimacion de la
verdadera desviacion tipo. De manera analoga, podemos consi-
derar al promedio aritmético X, como una estimaciéon del ver-
dadero promedio #, el cual se obtiene haciendo un ntimero infi-
nito de observaciones.

Hemos mencionado una buena razén para suponer que S no
sea la mejor estimacion de ,; deduciendo un factor de correc-

cion para S, podemos obtener una mejor estimacion de la verda-
dera desviacion tipo.
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Designando los errores aparentes por v,, v, ... Ve de tal
manera que ;

7= X3 — X
79 = Xo — X
Uy — Xy =X

podemos escribir
X X (3G ) e )
Elevando al cuadrado cada miembro de esta expresién, y suman-
do todas las observaciones hechas, obtenemos :
Zo2=3 (X, — )2 —2(X — p) T (Xi —p) + N (X —p)2
Ya aque
(X u) — N (X4
tenemos:
Do =3 (X — p)? — N (X —u)?
Reemplacemos ahora cada término por su valor promedio, el

cual se obtendria haciendo un gran nimero de diferentes series
de N observaciones:
Valor promedio de Z 22 — N 062 — ¢2 == ¢2 (N—1)
(EI valor, promedio de IX_ul> €5, evidentemente, igual al cua-
drado del error medio cuadratico del promedio aritmético, para
o 2 &
el cual hemos encontrado la férmula % ). Despejando a o,

obtenemos:

valor promedio de 2 ;2
NG o L

M) 2 J .
A pesar de que ———11-— varia de una a otra muestra de N obser-
;2

vaciones, se desprende de lo anterior que sera una esti-

macién imparcial de o2, ya que este valor promedio es tedriea-
mente igual a 2. Por lo tanto, podemos escribir

O3l

st AN
> N—1

para una estimacién imparcial de .
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Si determinamos el error tipo de una serie de observaciones,
tomando como base los errores aparentes v,, V,, ... Vy, obtene-
mos la mejor estimacién del error tipo, dividiendo la suma de
los errores aparentes al cuadrado, o cantidades residuales, entre
N — 1 en vez de dividirlos entre N y sacando raiz cuadrada al
cociente obtenido.

Por lo tanto, el factor de correccion, es:

N
\VN—1
una cantidad que es mas grande que uno, lo que ya se habia
previsto. La importancia de este factor de correccién viene a
ser cada vez mas pequefia a medida que aumenta el nimero de
observaciones. Para un corto nimero de observaciones, S’ es una
mejor estimacion de , que la desviacion tipo S.

Ejemplo 7).—La altura de un arbol es medida por medio
de dos hipsémetros: el de Christen y el de Biichi, 20
veces con cada uno. Se desea comparar la exactitud de
los instrumentos. Las dos series de mediciones, asi
como el calculo de los promedios aritméticos y el del
error tipo, se encuentran en la tabla 1. El error medio
cuadratico de las mediciones hechas con el hipsémetro
de Christen, es igual a 0.71 m., mientras que el error
medio cuadratico de las mediciones hechas con el de
Biichi, es sélo de 0.44 m. Dividiendo estos valores por
la raiz cuadrada del nimero de observaciones hechas en
cada serie, obtenemos:

Promedio aritmético
¥ su error tipo

S Ghristen: & o e 26.4 =+=0.16 m.

Buehi s - i e 26.6 +0.10 m.
0.2 m.

Segun la formula que nos da el error medio cuadra-
tico de la suma o diferencia de dos cantidades, obtene-
mos para el error medio cuadratico de la diferencia:

1/ (0:16 )2 & (0.16)2 — 17 00356 — = 0.19
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valor que aproximadamente es igual que la diferencia
misma. Por lo tanto, esta diferencia puede ser causada
por errores accidentales de observacién y no hay razon
para creer que se deba a errores sistematicos de los
instrumentos.

Se puede ahora calcular cuantas mediciones hay que
hacer con el hipsémetro de Christen para obtener la
misma precisiéon que se obtiene con el de Blichi. Apli-
cando la férmula del error medio cuadratico del prome-
dio aritmétiéo, obtenemos:

0.71
0.44 — ——
7 N
0.5041
0.1936 = N
NI=—i216

Por lo tanto, se necesita hacer tres veces mas obser-
vaciones (arredondando 2.6) con el hipsémetro de
Christen para obtener la misma exactitud que con el
otro instrumento.
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TABLA 1.—Mediciones de la altura

de un arbol

Medicién Hipsémetro de Christen Medicipn Hipsémetro de Biichi
No. X; Vi Vil No. X S Vit
m m m m
i 27.0 0.6 0.36 il 26.2 —0.4 0.16
2 26.5 0.1 0.01 2 261 —0.5 0.25
3 2Dy —0.9 0.81 33 259 —0.7 0.49
4 28.0 16 206! 4 25.9 —0.7 0.49
5 270 0.6 0.36 5 2559 —0.7 0.49
6 26.5 0.1 0.01 6 26:9 03 0.09
7 26.0 —i0.4 0.16 7 26.4 —0.2 0.04
8 26.4 0.0 ¢.00 8 200 0.4 0.16
9 28.0 1.6 256 9 26.9 (§) 31 0.09
10 25.5 —0.9 (.81 10 26.6 0.0 0.00
il 26.3 —0.1 0.01 11 26.8 ()52 0.04
16% 26.0 —0.4 0.16 12 26.9 0.3 0.09
13 26.6 0.2 0.04 13 27.4 0.8 0.64
14 25.8 —0.6 0.36 14 26.9 0.3 0.09
15 26.3 —0.1 0.01 15 AT 0.5 025
16 26.5 0.1 0.01 16 26.9 023 0.09
367¢ 258 —0.6 0.36 17 269 0.3 0.09
18 2015 —0.9 ¢.81 18 26.4 —0.2 0.04
1) 26.0 —0.4 0.16 19 26.9 03 0.09
20 26.5 0.1 ¢.01 20 26.4 —0.2 0.04
527.7 9.57 532.4 3.72
26.4 26.6
S e 957 5 o 3542
S22 = 19 0.540 Dk 19 = 0.196
S 0l S — e Dkl
0.71 0.44
ST — e — =+ (.1 SE = P — &+ 0.
S'x ]/20 =016 X V20 0.10
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11. El promedio aritmético ponderado.—No siempre pode-
mos considerar que en una serie de mediciones cada una de ellas
esté hecha con la misma exactitud. Por lo tanto, el simple pro-
medio aritmético de estas observaciones no seria el valor mas
probable de la cantidad observada. La mejor manera de proce-
der, en tal caso, puede explicarse con un ejemplo sencillo: supon-
gamos que las mediciones X,, X,, X, X, X fueron hechas en
las mismas condiciones y con el mismo cuidado. El valor mas
probable de la cantidad observada seria el promedio aritmético
sencillo:

L
5

=,

(X1 + Xo+ X3 + X, + X5)
Consideremos ahora los promedios parciales:

= 1l 5 & il LA L
X1=—2—(X1+k2) VX = (X1 + Xo + X3)

como dos diferentes observaciones de diferente exactitud, o co-
mo se dice, de diferente peso. Sabiendo, en nuestro caso, cémo
fueron obtenidas estas dos observaciones, también podemos co-
nocer el mejor promedio de las dos:
2 }—{1 + 3 )_(2

BETS

gl

promedio que evidentemente es igual a X calculado anteriormente.
Los coeficientes 2 y 3 de las dos observaciones X,, y X,, son lla-
mados los pesos; ellos indican la relativa importancia atribuida
a las dos observaciones. Si desde un principio se asignan pesos
definidos a las diferentes observaciones, entonces, de acuerdo
con las anteriores explicaciones, una observacion de peso N tiene
que considerarse como equivalente al promedio aritmético de N
observaciones de peso 1.

Por consiguiente, el mejor promedio de N observaciones
X, X,, X,, ... X,, cuyos pesos son w,, W., W,,... W, , esta dado
por la féormula:

01X ke X nl -+ wy Xy

X T 1 1
Wi - Wo + .- Wy

o escribiéndola mas simplificada:

DAL DE

X 2w
2 wi
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12. El error .‘tipo del promedio aritmético ponderado.—Es fa-
cil de demostrar, de acuerdo con la definiciéon de X, que

> o — 0

escribiendo
1 1 & =
7 2w v — e G )
SE Wi Ui S ( (X X
1 .
= S ox = X2 wi)
obtenemos,

i

3 w;

Swivi=X —X =0

Consideremos ahora el error tipo », correspondiente a una ob-
servacién de peso uno; no importa que tal observacion se haya
hecho o no. Los errores tipo de las observaciones cuyos pesos son
Wy, Wy, ... W, , seran:

(o3 (o2 (o3

w1 1 wx

va que una observacion de peso wi (de acuerdo con la definicion
de peso) debe considerarse como de la misma precision que el
promedio aritmético de Wi observaciones de peso uno.

El promedio aritmético ponderado de las anteriores obser-
vaciones,

- 2 X
U ms e
2 wi
puede escribirse en la forma
< - wy X1 ’ll‘)z X e o wf Xy
2w 2w > wi

Esta expresion es una funcién, en la cual el valor de X de-

pende de las variables independientes X,, X, ... X,, cuyos
° a
errores tipo son ———
V. wi

De acuerdo con la formula de la propagacién de errores

dY \?2 dY \s
2 — ¢g'2 319 2
i . a=xe ) 7 X ) """
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tenemos:

o w1 i Wo
Vi —— X 4 nene. 5
3w L Z w; e .
2= DG Xer— Xoete
por lo tanto, \
NG % S
e IR e DN
ayY X e o
e Ty i

y, finalmente,

0 2 D) 9
o g 7 wy “ o & wo 7
s e o BV F e = ceae
= (]/ wy ) ( > wi ) b (]/ W ) ( = w ) i

B

i (o

02

G2 o2

e I e e
Cuz > w

De aqui, que el error tipo del promedio aritmético ponderado es

(w1 + Wy ki -+ wy)

G

o 42

es decir, que el error tipo del promedio aritmeético ponderado es
igual al error tipo de una observacién de peso uno, dividida entre
la raiz cuadrada de la suma de los pesos de todas las diferentes
observaciones, o, en otras palabras, el peso del promedio aritmé-
tico es igual a la suma de los pesos de una observacion aislada.

Para determinar el error tipo , de una observacion de peso
uno, elevemos al cuadrado la expresion

6 =v + (X —n)
la cual proviene de:
s=X —p—=(X-—X)+ & —r)

y multiplicando la expresion resultante por el peso wi de la ob-
servacién Xi, y después sumando las expresiones para todos los
valores de i, obtenemos:

2w a2 = 2w v+ (X ) >w LG — ) o

Pero como
Dl — 0
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el Gltimo término de la ecuacién anterior se suprime, quedando
solamente:

SwEB2=3w 2+ (X—u) 3w

El error tipo -, de una observacién de peso W;, s, como ya
se dijo: '

Oi — e

por lo que tenemos:
WioE 02
Si ahora reemplazamos cada término de esta ecuacion -por su
valor promedio (comparar con el inciso 10), resulta:
N 02 = valor promedio de = wi 2% + 02

El altimo término resulta de que el error tipo del promedio arit-

-— G

mético X es —
V 2w

02 (N — 1) — valor promedio de = w; 2i®

Por lo tanto, tenemos:

S v

R g

representa una estimacion imparcial de 2, ya que el valor pro-
medio de S’ es tedricamente igual a . Naturalmente, que

2 flucttia de una serie a otra de observaciones.
Finalmente, podemos escribir:

1 . )
Sy Lt

Ejemplo 8). Se han hecho, con el hipsémetro de Biichi y
con el de Christen, 2 y 5 observaciones respectivamente.
Asignando el peso de 1 a las observaciones hechas
con el hipsémetro de Christen y el peso de 2.6 a las
observaciones hechas con el de Biichi (véase ejemplo
7, del inciso 10), calculemos el promedio aritmético pon-
derado, el error tipo de una observacién de peso uno y
el error tipo del promedio aritmético ponderado. Todos
los calculos se encuentran en la Tabla 2.
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TABLA 2.—Calculo del promedio aritmético ponderado
: v de su error tipo

e o e
1 Buch 26.4 2.6 68.6 —0.3 —0.8 0.23
2 27.0 2.6 T0.2 0.3 0.8 0.23
3 27.0 1.0, 27.0 0.3 0.3 0.09
4 26.5 1.0 26.5 —0.2 —0.2 0.04
5  Christen 25.5 1.0 25.56 —1.2 —1.2 1.44
6 28.0 1.0 28.0 s 173 '1.69
7 27.0 1.0 27.0 0.3 0.3 0.09
> } 10.2- 2728 3.81
= B 2 W‘iXiA
X (- % ) 26.7
: 2 , 3.81 -
- error tipo de una observacién de peso uno: 872 — 6 — (0:6385
DZ— 0.79
o e i 0.79 5
error tipo del promedio aritmético ponderado: S’. = 7102 = 0.25 m
X — 267 - 0:25 m.

13. Sobre la distribucién de errores.—Aun no hemos dicho
de un modo definitivo cémo aprovechar o interpretar practica-
mente el error tipo caleulado; pero esto solamente es posible si
conocemos como se distribuyen los errores individuales de una
serie de observaciones. En el inciso 3, se ha dicho que ocurren
con la misma frecuencia los errores positivos y los errores nega-
tivos. La experiencia nos muestra también, que log errores pe-
quenios cometidos en una gran serie de observaciones, ocurren
con mas frecuencia que los errores grandes. Cuando agrupamos
los errores en diferentes clases, de acuerdo con su magnitud, y
luego determinamos la frecuencia con que aparecen en cada clase,
es decir, la distribucion de la frecuencia de aparicién en cada
grupo o clase de tamano, encontramos una distribucién simé-
trica, de forma acampanada, semejante a la figura 1, de la intro-
ducecién de este trabajo. A reserva de verificar una minuciosa,
,investigacién sobre esta distribucion de los errores, podemos
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decir desde ahora que, en una serie de observaciones, no ocurren
errores mas grandes que tres veces la magnitud del error tipo.-

En la figura 1, el nimero de observaciones en una clase esta
representado por un rectangulo erigido sobre el intervalo ocu-
pado por dicha clase. El mismo tipo de diagrama es usado para
representar graficamente la frecuencia de los errores de dife-
rente magnitud. Sitenemos a nuestra disposicion una serie muy
grande de observaciones, podriamos hacer muy pequefios los in-
tervalos de las clases de tamafio y obtendriamos aun, en cada
clase, un gran numero de observaciones. En esta forma, los
rectangulos que representan la frecuencia en las clases de ta-
mafio, se harian cada vez mas angostos, ¥ la’ linea quebrada que
forma el contorno de la figura 1, se tornaria en una curva suave.
Esta curva representa la distribucién de los errores de acuerdo
con su tamafio, o, en otras palabras, indica el nimero de errores
que se espera aparezcan en cada clase de tamafio, lo que es de
suma importancia en el calculo de errores. Esta curva recibe
el nombre de curva de error, o también el de curva normal. (Fi-
gura 3.) Ya hemos dicho que la méaxima frecuencia de errores
se encuentra alrededor del valor cero, haciéndose cada vez mas
pequefia a medida que aumenta el valor absoluto de los errores.
Por lo tanto, la acampanada curva de error decrece gradualmente
en ambas direcciones.

Las anteriores discusiones muestran que todas estas infor-
maciones pueden lograrse a partir de una base empirica sola-
mente; sin embargo, la curva de error fué realmente encontrada
y descrita exactamente por los matematicos, valiéndose de con-
sideraciones puramente mateméaticas. Nosotros no entraremos
ahora en estas consideraciones que permiten establecer una fun-
cién de la curva de error; este aspecto del problema sera discu-
tido en la segunda parte de este trabajo.

Esto no supone que todos los errores sigan la ley normal,
pero aun cuando la curva normal sea obedecida aproximada-
mente, la ecuacién que derivaremos para ésta, dara excelentes
resultados en la practica. Aun cuando en la distribucion de los
errores haya desviaciones considerables de la normalidad, esto
no afectaria seriamente el resultado que se obtiene considerando
a la curva de error como perfectamente normal.

14. Algunas propiedades de la curva de error—Un estudio
preliminar de las propiedades de la curva de error sera muy pro-
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vechoso para cuando se llegue a la ultima parte de este trabajo.
Estas propiedades pueden ser desarrolladas a partir de la f6rmu-
la de la curva normal del error, la cual puede escribirse en la
forma siguiente:

N (X — )2

N — e

oy D

En esta expresion, , es el verdadero valor de la cantidad ob-
servada, N es el ntiimero total de observaciones, ¢ el error medio
cuadratico, . esigual a 3.14159... y ¢ es la base de los loga-
ritmos neperianos, y cuyo valor es 2.7182...; X es el valor de
una observacién, y la diferencia X — , es, por lo tanto, el error
verdadero, ., de esta observacion. En la notacion diferencial
dada arriba, Y*dX representa el nimero de observaciones en la
clase cuyo intervalo es X =+ 14 dX, representado en la figura 3
por el area de la faja cuya anchura es dX, y la cual esta erigida
precisamente sobre la clase cuyo intervalo es X == 156 dX. Ya
que el contorno superior de la distribucion de frecuencia afecta
la forma de una curva suave, la superficie de esta faja no es
exactamente un rectangulo y, cuando la anchura del intervalo
de la clase dX, tiende a cero, la diferencia entre el area del rec-
tangulo y el area de la faja -que estan bajo la curva, se hace
cada vez mas pequefia. La notacion diferencial esta, por lo tanto,
de acuerdo con lo que se ha dicho anteriormente acerca de las
representaciones graficas de las frecuencias.

Ahora, si deseamos calcular el nimero de observaciones que,
de acuerdo con la curva de error, debera haber dentro de la clase
cuyos limites son a y b (figura 3), tenemos que resolver el in-
tegral definido

b
D N LN w)d
Widiidixe — e ———— Zigziid X
; O | A
a a

Para la evaluacion de este integral entre cualesquier limites
de clases, se han elaborado ya tablas extensas que nos dan las fre-
cuencias relativas; estas frecuencias relativas se obtienen divi-
diendo las frecuencias absolutas entre el nimero total de obser-
vaciones. De aqui que la suma de todas las frecuencias relativas
calculadas para una serie de observaciones, sea siempre igual a

10
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Figura 3. La curva de errar o curva normal.

uno, y, del mismo modo, el area total que se encuentra debajo
de la curva normal, la cual representa estas relativas frecuen-
cias, deba también ser igual a la unidad. En este caso, la férmu-
la de la curva de error debe leerse (N=1):

1 (N

&YdX’—_'—*—‘—_—__g HaZ dX
6]/ 2%

Ya que X — ,, esigual al error verdadero, .., de una observacion,

podemos substituir . por X— .; esto es lo mismo que consi-

derar al origen de las coordenadas donde se representa la curva
- de error, como el verdadero valor de la cantidad observada:

" .

G2

Nt e

Esta férmula puede también ser simplificada, expresando los
errores verdaderos . en unidades de la desviaciéon tipo. Ha-

ciendo tal substitucién
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&

Sl —

Q

y designando ahora la variable dependiente con y, obtenemos la
férmula de la curva de error mas comunmente usada:

22

Vi — e or dx

1

. 2%
En esta forma diferencial ydx representa la frecuencia relativa
de los errores comprendidos en la clase cuyo intervalo es
X —+ 14 dX. La frecuencia relativa en cualquier clase cuyo in-

tervalo esté comprendido entre a y b, esta dada por el integral
definido: : .

La evaluacion de esta integral, sobre la cual se basa la
formacion de la tabla de las areas comprendidas bajo la curva
de error (véase inciso 15), es un problema puramente matema-
tico. Facilmente podria demostrarse que el integral de la funcion
desde menos infinito hasta mas infinito, es igual a uno; esto
serd demostrado en la segunda parte de este trabajo. Ahora
s6lo discutiremos brevemente la forma de la curva de error,
definida por la funcion

1 T2

Y = T, ——— € 2

Diferenciando con respecto a X, obtenemos:

Ji >
&z AT < (s )

Si hacemos este resultado igual a cero, encontramos las siguien-
tes soluciones para el maximo y el minimo de la curva de error:

(i) X =0
(ii) oo e o)
c =D

Ne-=ion
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/

0.72

Fig. 4.

La posicién de los dos puntos de inflexion de la curva, se en-
cuentran haciendo la segunda derivada de y con respecto a X
igual a cero; el resultado es:

. e X .
W[e 2(—X)]:L’ 5N (X ced B0

.2
N

e om0

X = =1
Es decir, que los puntos de inflexion de la curva se encuentran
comprendidos en una distancia de méas o menos una vez el error
tipo, medido desde el origen.
’ 15. Tabla de las areas comprendidas bajo la curva normal
(curva de error).—La siguiente tabla (Tabla 3) nos da las areas
comprendidas bajo la curva de error

1 X*

_ydﬂif—' ———C D dz,

Y2 o

como lo indica la figura 4, en donde se ha usado la misma escala
para graduar el eje de las abscisas y el eje de las ordenadas. La
variable X estd expresada en unidades de la desviacion tipo. El
area sombreada que se extiende desde el centro de la curva hasta
la abscisa 0.72, se ha encontrado que es igual a 0.2642, es de-
cir, la frecuencia relativa de los errores que se encuentran com-
prendidos entre + 0.72, es igual a

2 (0.2642) = 0.5284

Hablando en términos de probabilidad, podemos decir que hay
una probabilidad de 0.5284 de que en una serie de observaciones
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el valor absoluto de un error, seleccionado al azar, sea menor
que el valor absoluto de 0.72 ¢ . Por otro lado, la probabilidad
de que un error aislado ocurra fuera de la clase 0 &= 072 o
es igual a

1—0.5284=—0.4716

Calculando del mismo modo la probabilidad de que un error se
encuentre fuera de la clase 0 =k , obtenemos los resultados
siguientes:

k Probabilidad de que un error ocurra
(multiplo de a) fuera de la clase
0.5 0.6170
1.0 0.3174
1.5 0.1336
2.0 0.0456
2.5 0.0124
3.0 0.0026
3.5 0.0004
4.0 0.0000

De aqui, vemos que la probabilidad de que un error se en-
cuentre fuera de un cierto espacio expresado en miultiplos del
error tipo, decrece rapidamente tan pronto como k llega a ser ma-
yor que 2. En otras palabras, hay una pequena probabilidad de
que el error de una observacién aislada sea tan grande como 2
6 3 veces el error tipo. Si se encuentra un error de tal tamafo,
es de presumir que sean otras causas, ademas de las accidentales,
las responsables de tan grande error.

16. Limites convencionales de significancia—En la prac-
tica es necesario demarcar algunos limites arbitrarios después
de los cuales no puede considerarse a un error como accidental.
Mientras que es muy razonable esperar que los errores que ocu-
rran en una serie de observaciones, oscilen entre mas o menos
dos veces el error tipo, es muy improbable aue un error tan
grande como tres veces el error tipo, sea un error accidental;
porque la probabilidad de obtener tal error por pura casualidad
es Gnicamente de 0.0026, o sea alrededor de 3 veces en mil ex-
perimentos. Por lo tanto, un error de tal tamaifio se considera
como signiticativamente diferente de lo que nosotros esperamos.
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Los niveles convencionales de significancia frecuentemente acep-
‘ tados corresponden a las probabilidades de 0.05 (1 : 20) y 0.01
(1 : 100). Un resultado es llamado ‘significativo” (significati-
vamente diferente de lo que se espera, tomando como base una
hipdtesis o una suposicién razonable) cuando la probabilidad de
que ocurra es mas pequefia que 0.05 y un resultado es conside-
rado como “altamente significativo” cuando la probabilidad de
que ocurra es mas pequeia que 0.01. Para propositos especiales
pueden ser establecidos niveles de significancia maéas conserva-
dores.

Un error que excede 1.96 veces el error, ocurre con una
probabilidad de 0.05; el error correspondiente a la probabilidad
de 0.01 es de 2.58 veces el error tipo. Por lo tanto, también
puede decirse que los niveles de significancia estdn comprendi-
dos entre 2 y 214 veces el error tipo. Conviene decir que usando
niveles de significancia mas y méas conservadores, disminuye el
riesgo de rechazar una buena hipétesis, pero también aumenta
la probabilidad de admitir una mala hipétesis. Al aplicar la
prueba de significancia, puede ocurrir que desechemos una hipé-
tesis que en realidad es verdadera; esto es una falta del primer
tipo. Si ocurre que, como resultado de una prueba, aceptamos
una hipotesis que en realidad es falsa, cometemos una falta del
segundo tipo. HEstas dos posibles faltas deben balancearse una
con otra y las consecuencias de un posible error compararse con
las consecuencias de otro error. Por estas razones no debe
confiarse mucho en algunos niveles de significancia convencio-
nales.

17. La importancia de la distribucién normal no sélo en el
calculo de errores: la desviacion tipo.—No solamente los errores
accidentales de observacién se distribuyen aproximadamente de
acuerdo con la curva de error; sino que también aparece esta
distribucién, llamada distribucién normal, en otros datos esta-
disticos, tomados ya sea del campo de la medicina, de la biologia,
del comercio, de agricultura o de asuntos forestales. La distri-
bucion de frecuencia del peso especifico de 1240 muestras de Dou-
glas fir, es un ejemplo de esto, como puede verse en la figura 1.
El nimero de arboles de un rodal de edades iguales, agrupados
en diferentes clases diamétricas, aparecen distribuidos mas o
menos en tal forma, aunque, en este caso, la distribucién es
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algunas veces inclinada. En muchos otros casos donde la distri-
bucién de las observaciones aisladas no es estrictamente normal,
se ha encontrado, sin embargo, que la distribucién de los prome-
dios de un nimero de observaciones aisladas tiende a ser nor-
mal. Esto explica un poco mejor la gran importancia de la curva
normal en toda clase de trabajos estadisticos.

Al conjunto de individuos que forman una distribucion de
frecuencia, se le llama poblacién. De acuerdo con utilisimas hi-
pbtesis de trabajo frecuentemente usadas en estadistica, supo-
nemos que una poblacién actualmente observada representa una
muestra de una poblacién infinitamente grande, llamada pobla-
ci6n matriz. Si los individuos de una muestra de la poblacion,
aparecen distribuidos normalmente, es muy razonable suponer
que la hipotética poblacién matriz esté, asimismo, normalmente
distribuida. Sin embargo, generalmente se arguye del modo
opuesto: si suponemos una distribucion normal especifica, se
investiga si una cierta serie de observaciones puede considerarse
razonablemente como una muestra de poblacion matriz normal-
mente distribuida.

A fin de caracterizar una poblacién normal, lo primero que
debemos conocer es el promedio aritmético de esta poblacién.
El promedio aritmético de la poblacién matriz corresponde a lo
que hemos llamado anteriormente el valor verdadero de la can-
tidad observada y al cual designamos con la letra » . A pesar de
que dos poblaciones normales de cualquier tipo tengan el mismo
promedio, puede haber diferencias entre una y otra: los indivi-
duos de la primera pueden estar estrechamente agrupados alre-
dedor del promedio, mientras que los individuos de la segunda
pueden estar dispersos en un espacio mas ancho. ‘Asi como el
error tipo es una medida de la dispersion de los errores de ob-
servacién, asi la llamada desviacién tipo, que esta definida por
la misma férmula que el error tipo, puede ser usada para me-
dir la dispersién de los individuos de cualquier poblacion. Las
diferentes observaciones X,, X,, X,, ... X, , no son hechas sola-
mente en una cantidad, sino sobre diferentes individuos, pero
pertenecientes 2 la misma poblacion. _

18. Significado de las diferencias.—FEn toda clase de traba-
jos practicos y cientificos, sucede frecuentemente que tenemos
que comparar los resultados de dos o mas observaciones; necesi-
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La primera, la segunda y la cuarta diferencia, no
son, evidentemente, significativas; las otras, sin em-
bargo, son altamente significativas. :

Los resultados de este experimento nos muestran
que, mientras mayor espacio se deje entre arbol y arbol
en las plantaciones de Red pine, el incremento en dia-
metro se vera distintamente favorecido y menos defi-
nidamente el incremento en altura.

19. Método corto para calcular el promedio aritmético y la
desviacién tipo, para datos clasificados.—Cuando se trabaja con
gran distribucién, de 50 6 mas observaciones, los individuos son
generalmente agrupados en clases, ya sea después o al mismo
tiempo que se hacen las observaciones. Al hacer un inventario
forestal, nosotros determinamos, por ejemplo, directamente el
ntimero de arboles para cada categoria diamétrica. A fin de de-
terminar el promedio aritmético y la desviacién tipo para datos
clasificados, es conveniente trabajar con un promedio supuesto
A, que nos simplificara mucho el trabajo de calculo. Con la in-
troduccién de este promedio supuesto, las férmulas originales

para X y S, se transforman del modo siguiente:

3 > i X DN
() = 27;1}{' i n.X,N NA+_L\
2 (};,—-A)—!rf\
s i ST R )
(77) S2 = N = N
R G = A e s (D% A = o 27
_“-_N XA s s D
> i (Xi — A)?2 : = = =
s L Pl = AR N (e A
% i (X, 7 A. 2 T 2
= = R - AP
o 5 mi (X5 — A)2 = :
SZV* — (X A

A fin de simplificar los calculos, es claro que el promedio
supuesto A deba ser escogido de tal modo que la diferencia entre
la clase y dicho promedio (x: —a) sea lo méas corta posible. El
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uso de estas férmulas es facilmente comprendido con el siguien-
te ejemplo.

Ejemplo 11).—En el laboratorio de productos forestales de
Madison, Wisconsin, L. J. Markwardt y T. R. C. Wilson,
determinaron el peso especifico de 1,240 muestras de
Douglas fir (tipo de la costa). El peso especifico de ca-
da muestra fué calculado hasta tres cifras decimales.
Las muestras cuyo peso especifico son de:

0420 0i42, 04220 i E 0.429 inclusive;
0430 0431 0.432. .- 0.439 inclusive, ete.,

fueron combinadas en clases cada serie. Suponiendo que
las cifras calculadas fueron arredondadas hasta milési-
mos, los limites de clases de las dos series anteriores,
seran:

0.4195 y 0.4295

0.4295 (4395
y los correspondientes puntos medios de las clases,
seran:
0.4245
0.4345

En la siguiente tabla se consignan: el ntimero de
muestras que tienen un peso especifico dentro de las
clases indicadas, y los calculos necesarios para obtener
el promedio aritmético X y la desviacién tipo S. El pro-
medio supuesto para estos calculos es

0.4345;
las diferencias
G

seran, por lo tanto, con sé6lo dos cifras decimales. Como
vamos a calcular al mismo tiempo el promedio aritmeé-
tico X y la desviacién tipo S, es méas facil multiplicar
ni (Xi-A) por (Xi-A), a fin de obtener ni (Xi-A)2 en
vez de calcular primero (Xi-A)? y luego multiplicar
por ni.
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TABLA 4.—Calculos numéricos del promedio aritmético y de su desviacion
tipo, del peso especifico de 1,240 muestras de Douglas Fir.

Promedio supuesto A = 0.4345

Ntmero de

Peso especifico Mitad de muestras en
limite de clases clases las clases

X (frecuencia) (Xj-A) (X;-A)n; (X;-A)2n;

ni

0.2995—0.3095 0.3045 9 g3 996 0.0838
0.3095—0.3195 Oslds - L w012 084 01608
0.3195—0.3295 0.3245 6 0l P06 00026
0.3295—0.3395 0.3345 15 0o 150 ¢ 0.1500
0.3395—0.3495 0.3445 g Sin0g B 0 11053
0.3495—0.3595 0.3545 93 niigpg iS4 (L1472
0.3595—0.3695 0.3645 S5 g gn L TE ) 1925
0.3695—0.3795 0.3745 381 006 298 0 1368
0.3795—0.3895 0.3845 AT —0.05 2350 0. 1105
0.3895—0.3995 0’3945 g4 004 956 0.1021
0.3995—0.4095 0.4045 A5 008 295 CL0.10605
0.4095—0.4195 0.4145 85 g2 00,0340
0.4195—0.4295 0.4245 760 —0.01"  —0 76 0.0076
0.4295—0.4395 0.4345 99 0.00 0.00.  0.0000
0.43950.4495 0. 4445 100 0.01 1.00  0.0100
0.4495—0.4595 0.4545 90 0.02 1.80  0.0360
0.4595—0.4695 0.4645 96 0.03 2.88  0.0864
0.4695—0.4795 0.4745 74 0.04 2.96  0.1184
0.4795—0.4895 0.4845 70 0.05 3.50  0.1750
0.4895-0.4995 .  0.4945 56 0060 @ 336 0.2016
0.4995—0.5095 0.5045 46 0.07 392, (.2254
0.5095—10.5195 0.5145 41 0.08 3.28  0.2624
0.5195—0.5295 0.5245 30 0.09 2.70 0.2430
0.5295—0.5395 0.5345 23 "0.10 2.30  0.2300
0.5395—0.5495 0.5445 12 0.11 132 0 45D
0.5495—0.5595 0.5545 9 0.12 1.08 0.1296
0.5595—0.5695 _ 0.5645 10 0.13 1.80  0.1690
0.5695—0.5795 0.5745 4 0.14 0.56  0.0784
0.5795—0.5895 0.5845 1l 0.15 0.15  0.0225
0.5895—0.5995 0.5945 3 0.16 0.48  0.0768 .

Sumas 1240 11.97 3.4077

— 2 OGN i 11.97 o :
k- = - L b s 0.0007 + 0.4345 = 0.4442
_Zm(Xi—A )2 - 5 3.4077 .
S v (XA — \/ i — (0:4442.0.4345)
= 1/0002748-0.000094 — 1/0.002654

= 0.0515
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20. La aplicacion de la curva de error a una distribucion ob-
servada.—Aunque este problema no concierne directamente al
calculo de errores, discutiremos ahora esto porque los datos usa-
dos en el inciso anterior (ejemplo 11), se prestan muy bien para
ilustrar el procedimiento.

Los Unicos parametros que aparecen en la expresion mate-
matica de la curva normal, son z y o. De aqui que primero
debemos calcular el promedio aritméticoX , y la desviacién tipo
S, que representan una estimacion de r y de ¢. En el ejemplo
antes mencionado se encontraron para X v S los valores 0.4442
y 0.0515, respectivamente. El problema de ajustar la curva nor-
mal a la distribucion de frecuencia observada, consiste en deter-
minar las frecuencias esperadas en las diferentes clases calcula-
das, tomando como base la curva normal caracterizada por el pro-
medio aritmético 0.4442 y la desviacién tipo 0.0515. Primero hay
que calcular la desviacién de los diferentes limites de clase con
respecto al promedio aritmético; estas desviaciones se expresan
después en unidades de la desviacién tipo. De la tabia de las
areas comprendidas bajo la curva normal, podemos obtener por
interpolacién, las areas comprendidas desde el promedio hasta los
limites de clase y luego, haciendo las diferencias sucesivas de es-
tas areas, obtenemos la frecuencia relativa para cada clase. Ob-
tenidas éstas, debemos multiplicarlas por 1,240, nimero total de
observaciones, a fin de obtener las frecuencias absolutas espe-
radas en las diferentes clases. HEstas pueden compararse con las
frecuencias absolutas observadas.

21. Algunas consideraciones sobre la correccion de Shepard.—
Si nosotros calculamos la: desviacion tipo para datos agrupados,
como hemos hecho en el ejemplo anterior, algunas veces es ne-
cesario introducir un factor de corrececién. Por el proceso de
agrupar los datos, cada observacion es, en efecto, transferida y
registrada en el centro de la clase en donde ella aparece, siendo
que en realidad, la magnitud de una observacion puede aparecer
en cualquier punto del intervalo de la clase dada. Una consecuen-
cia de esta clasificacion, es una cierta variacion en los momentos
de una distribucion de frecuencia, que ha sido descrita por Shep-
pard. Se ha encontrado que el valor de la desviacién tipo (mo-
mento segundo) de una distribucion, la cual decrece gradual-
mente en ambas direcciones hasta mas y menos infinito, como
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TABLA 5.—Calculos numéricos para aplicar la curva normal.

Area bajo la

Limite de curva, normal Diferencias de

T : Ak . Torraice 4reas entre Frecuencia
S A mee Ume o
s de clase
S50 0.5000
0,295 ®iig iaan . Evoieqol | Gogus o DikER 2t
03005, 0 it onG 0.4956 it i
03195 o.i247  — 21 0.4922 C o
0.3295 _0.1147 —2.227 0.4870 i S55
0.3395 —o0doiy 9 0. 4790 S o
0.3495  —0.0947 —1.839 0.4670 o S
03595, ¢ —0u084T  — 1 6l5 0.4500 gl el
Oacos oonn it 0.4266 Yo e
0i3795 . iino6lT S iionE 0.3955 o e
0:3895 ¢ 0 ords - Tho6D 0.3559 e s
0.3995.  —o.0447 ' o568 0.3073 Siosog oo
64005 ooody | oend 0.2498 ey b
0.4195 —0.0247 —(1.480 0.1844 0'0752 395
0. 4905 . ol0iAr oo 0.1122 o 9
0 4365 Phigedy  Epioor 0.0363 ey e
0. 4495 0.0053 0.103 0.0410 o o
0. 4595 0..0153 0.297 0.1168 L i
0.4695 0.0253 0,491 0.1883 s el
0.4795 0.0353 0.685 0.2533 o o
0.4895 0.0453 0.880 0.3106 el el
0.4995 0.0553 107k 03536 ol o
0.5095 0.0653 1.268 0.3976 0000 8.
0.5195 0.0753 1.462 0.4282 0.0316 37.9
0.5295 0.0853 1.656 0.4511 0.0229 28.4
0.5395 0.0953 1.851 0.4679 0.0168 208
0.5495 0.1053 2.045 0.4796 0.0117 14.5
0.5595 0.1153 2.939 0.4875 0.0077 9.8
0.5695 0.1253 2.433 0.4926 0.0051 6.3
0.5795 0.1353 2.627 0.4957 0.9051 3.8
0.5895 0.1453 2.821 0.4976 0.0019 2.4
0.5995 0.1553 3.016 0. 4987 0.0011 1.4
; Loy 0.0013 G
Suma 1.0000  1240.0
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sucede por ejemplo con la distribucién normal, llega a ser dema-
siado elevado cuando proviene de una serie de datos agrupados y
se hace necesario aplicar un factor de correccién igual a

a?

12

donde « es igual al ancho de la clase. Esta cantidad debe ser
substraida del cuadrado de la desviacion tipo calculada a base
de datos agrupados; esta-cantidad es el promedio de lo que au-
menta el momento segundo al agrupar los datos.

Como la deduccion exacta de este factor de correccion es al-
go complicada, la vamos a omitir; sin embargo, indicaremos de
qué modo el denominador 12 aparece en los calculos; de una
manera somera, argliimos lo siguiente: El error ., cometido al
suponer. una observacién como de la magnitud del centro de la

clase,

. Suponiendo que las cbserva-
ciones estan igualmente repetidas en toda la clase de tamaio, el
error tipo de la agrupacion de las observaciones se obtiene facil-
mente evaluando la expresion:

|=

2
A 2 4k
a
a
: : 7
De ‘aqui obtenemos:
ll‘ a :

i i l GEee i
b f laol e
a na 3 . T T

@ P o o BE 0TS

g ol eaathaE

Es necesario hacer hincapié en que ésta.no es la deduccwn
de la correccion de Sheppard, sino solamente una indicacion: del
modo como se origina el valor. !

En €l ejemplo 11 el ancho de las clases fue

@ = 0.01
el valor de la correccmn de Sheppard es, por Io tanto, de

oz 0000 — 0.000008 ,

12000 D12

11
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Substrayendo esta cantidad del cuadrado de la desviacion
tipo previamente encontrada obtenemos:

2 — (0.0515)2 — 0.000008
— 0.002652 — 0.000008
S — 00514
valor que es ligeramente més pequefio que 0.0515. En otros ca-
sos, la correccién de Sheppard puede ser de gran importancia.
. Es indispensable decir que la correccion de Sheppard solo
se aplica a distribuciones continuas y no a las distribuciones dis-
continuas, donde la variable toma valores discretos, como por
ejemplo, nimeros enteros. :

22. Exactitud de la determinacion del incremento y del vo-
lumen, como una aplicacion del cilculo de errores.—El problema
de determinar la exactitud de los inventarios forestales y del
caleulo de los incrementos, sirve muy bien como un ejemplo ilus-
trativo de los varios métodos usados en el calculo de errores, ex-
plicados en los incisos anteriores. Muestra, al mismo tiempo,
la complejidad con que un problema puede presentarse en este
campo de la estadistica.

Es conveniente senalar que aqui no vamos a tratar con los
errores de muestreo, los cuales ocurren cuando se recorre el bos-
que por fajas o por sitios de ensayo; solamente consideraremos
los errores de medicién que ocurren cuando se hace un inventa-
rio de una determinada area de bosque. Después investigaremos
1a influencia de estos errores de medida sobre la determinacion
del incremento, basada en las medidas sucesivas del bosque.

/ A fin de simplificar algo el problema, consideraremos éola-
mente los errores cometidos al forcipular los arboles de un rodal,
suponiendo que no ocurren errores adicionales cuando se calcula
el volumen del rodal por el uso de las curvas de alturas y de las
tablas de volimenes. En otras palabras, solamente nos intere-
samos en la exactitud relativa de las determinaciones del volu-
men por arbol, como una funcién estable de su diametro a la
altura del pecho; incidentalmente este concepto es de gran im-

portancia practlca para el control perlodlco del volumen y del
incremento.

a). Relacién entre el porcentaje de error en irea ba51metr1ca
v el porcentaje de error en volumen.
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Si el error tipo de los diametros medidos X es o, , entonces
el error tipo del area basimétrica -, se ha encontrado que es
igual a (inciso 7, ejemplo 4) :

i d U T
) &)

v el porcentaje de error de la superficié/ basal, sera de:

e
2 : 00 o,
0 %= 100 — 373_ (2)

R )
4

Por otro lado, el volumen de un arbol puede ser expresado
como una funcién de su diametro a la altura del pecho, por medio
de la formula

V G X
en donde la constante p tiene un valor algo menor que 2.5, pero
siempre mayor que 2.0, dependiendo de la especie, sitio, ete. (Si
ap seledaun valor de 2.0 y a c el de Z , obtenemos la férmula
del area basimétrica). El error tipo del volumen, o, , es igual a

il

G, (2 :e5) ﬂx:chP_ o,

¥\ i e
De donde facilmente obtenemos el porcentaje del error en
volumen

B ;
epX o qe0= B2

ool — G
c

Sacando de la férmula (2)

o 0, %

Xosaess

( X T 000,
podemos expresar el porcentaje de error en volumen en funcion
del porcentaje de error en area basimétrica:

» ‘a,%zmopzi(;o—:%a‘,% .
Este resultado significa que solamente tenemos que multi-
plicar el porcentaje de error en area basimétrica por el factor
32’; a fin de obtener el porcentaje de error en volumen. Esta re-

lacién entre el porcentaje del error tipo del area basimétrica y el
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del volumen se aplica, evidentemente, sé6lo a las mediciones de
un 4rbol aislado, o a las mediciones de un ntimero de arboles del
mismo didmetro y del mismo error. Sin embargo, con datos ex-
perimentales fué posible demostrar que la misma férmula da
muy buenos resultados también cuando se trata de determinar el
error de las mediciones en volumen de un bosque entero, com-
puesto de arboles de diferentes didmetros. De todos modos, to-
mando para su méaximo valor de 2.5, siempre se tiene la seguri-
dad de decir que el porcentaje de error en volumen no es mayor
que 1.25 el porcentaje de error en area basimétrica. Para encon-
trar el porcentaje de error en volumen de un bosque, basta con
determinar solamente el porcentaje de error en area basimétrica
y multiplicar este valor por 1.25. :

Ahora discutiremos separadamente los diferentes tipos de
errores que se cometen cuando se mide el didmetro de los arbo-
les por medio de la forcipula; después sera investigado el efecto
combinado de estos errores. Finalmente, discutiremos el error
del incremento, determinado por inventarios sucesivos del bosque.

b). El error sistematico de la forcipula.

Al medir el didmetro de los arboles con la forcipula, obser-
varemos siempre que los dos brazos de ella no estan exactamente
paralelos cuando se aplican al arbol; esto produce un error sis-
tematico en las mediciones, error que se designa como error de
la forcipula. A fin de expresar este error numéricamente, lo mejor
es dividir la desviacién del brazo mévil (medida en el extremo)
de la posicién paralela, entre la longitud del brazo, eliminando
asi la influencia de dicha longitud sobre la desviaciéon arriba

mencionada. Esta relacién l[i serd designada con la letra

h. Como la forcipula se ajusta con precisiéon alrededor del ar-
bol, la desviacion del brazo movible de su posicién paralela,
con respecto al brazo fijo, es generalmente en la direccién ex-
terna. Cuando se mide un arbol de didmetro X, los brazos.de la
forcipula tocan al 4rbol a una distancia de la regla igual a 325 :

El error en la medicién del didmetro sera, por lo tanto, igual a

*hz}i , v si la desviacién es. en la direccién antes indicada, el dia-
metro medido sera % mas chico. El error del area basimé-

trica correspondiente a este diametro sera igual a
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d T X i
kit e : e o
dx<4‘ ) 2 4 Z

v el porcentaje de error del drea basimétrica

% X2 4 :
e — 100 = 100 h.
4

Cualquier desviacién del brazo movible de la forcipula de su
posicion paralela, da por resultado un constante porciento de
error del area basimétrica para todas las clases diamétricas (el
porcentaje de error depende solamente del valor de h) y, por
lo tanto, para un bosque entero. La forcipula debe ajusfarse y
corregirse siempre lo mejor que se pueda para hacer que este
error sistematico sea lo méas pequefio posible. Las forcipulas
usadas en trabajos practicos frecuentemente no son hechas con
mucho cuidado, sino de una manera burda, lo que hace que el
error en area basimétrica sea del 1% o mayor.

¢). El error accidental de la medicion.

Este error tiene por origen las irregularidades de la seccion
transversal de los arboles, a la altura del pecho. Por eso, cuando
se mide con forcipulas el didmetro de un arbol en diferentes lu-
gares y especialmente en diferentes direcciones, se obtienen re-
sultados diferentes. Es posible demostrar experimentalmente
que estos errores son directamente proporcionales al tamafio del
arbol. El error tipo sx de la medicién del diametro X puede,
por lo tanto, ser expresado por la funcién

G — e DS

en donde ¢ es una constante que debe ser determinada empiri- -
camente. El mejor procedimiento para esto consiste en forci-
pular varias veces uno o més rodales, exactamente de la misma
manera como se hace un inyentario forestal en la practica. Para
‘evitar que un mismo arbol sea medido dos veces en el mismo in-
ventario o que se omita uno, es necesario marcar los arboles de
un modo conveniente, después de cada medicién.

En una investigacién de este tipo, se midieron cinco roda-
les, designados con A, B, C, D y E, aplicando categorias diamé-
tricas de 1 centimetro. En la tabla 6 estin consignadas las me-
diciones hechas en el sitio B, de 1.7 Ha. A fin de que la tabla no
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resulte demasiado grande, se agruparon los arboles en clases dia-
métricas de 4 centimetros. El inventario fué repetido 12 veces
en cada rodal. Se ve que el ntimero de arboles, en las categorias
diamétricas de 4 centimetros, varia constantemente de una me-
dicién a otra. Ademas, el nimero total de arboles no es siempre
el mismo; lo que demuestra que, a pesar de todas las precaucio-
nes tomadas para evitar cometer errores, algunas veces se omi-
ti6 o se midié dos veces un mismo arbol. En la tabla 7 estan
calculadas las areas basimétricas correspondientes al niimero de
arboles en las diferentes categorias diamétricas. Basandose en
los doce totales, podemos calcular el area basimétrica promedio
y el error tipo del inventario: /

100.98 - 101.42 4 ......
12

K:

(100.98 — 100.97)2 + (101.42 — 100.97)% 4 ......
12—1

S22 =
S, — 029 m?

Suponiendo ahora que conocemos la constante ¢, que aparece
en la ecuacién o+ x=_cX, la cual da el error tipo de las mediciones
del diametro, podemos calcular el correspondiente error tipo del
area basimétrica; de acuerdo con las explicaciones anteriores,
tenemos: :

o’a:-—z—X(’\
11-' &
UIZTX(?X:KXZ
en donde
K= Z ¢

~Elsimbolo ¢ subindice « , es usado para designar el error tipo
del 4rea basimétrica de un arbol aislado; ¢ subindice A, para de-
signar el error en drea basimétrica de un bosque entero; y con las
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letras m, #, .. €l nimero de arboles en las clases diamétricas, cuycs
puntos medios- son X, X,... Aplicando la ley de propagacion de

arrores, obtenemos:

o, = V. m ,5“}2 —+ 79 ’7:‘22 S RS

- ]/711 (A1 X52)2 - mo (ko X2)2 - ... ..

— K /m Xat o+ oa KXot
— K e
La expresion subradical es facilmente calculada a partir de
nuestra tabla de existencia (tabla 6); en nuestro ejemplo obte-

nemos :

TABLA 8
Didmetros, mitad
de categoria

X n; Xt n; X4

m
0.17 31 0.000835 0.026
021 il 0.001945 0.332
0.25 200 0.003906 0.781
UE29 217 0.007073 1.535
0.33 210 0.011859 2.490
B8t 156 0.018742 2.924
0.41 104 .0.028258 2.939
0.45 54 0.041006 2.214
. 0.49 "33 0.057648 1.902
0.53 . 11 0.078565 . - 0.868
0.57 7 0.106560 0.739
0.61 3 0.138458 0.415
0.65 5 0.178506 0.893

3 m Xt = 18.058
P Xk — 495

Como el valor de o, ha sido determinado experimentalmente

y se le ha encontrado un valor de 0.29 m? substituimos en la ecua-
cion gus valores y obtenemos, para K:
029
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De este modo se han calculado diferentes valores de K, para
diferentes rodales y usando clases diamétricas de diferente tama-
no. Estos valores se encuentran en la tabla 9.

TABLA 9.—Valores de K obtenidos en diferentes rodales
vy para diferentes clases diamétrieas

Area del Nam. de Tamaifio de las clases Promedio
Rodal  rodal 4rboles diamétricas de
Ha. medidos 1 cm. 2cem. 3 em. 4 cm. 5 em. 6 cm. k

A 2.0 687 0.038 0.043 0.056 0.046 0.033 0.083 0.050
B 1.5 446 57 5bi 64 53 60 56 58
C 2.0 1096 55 59 60 58 73 67 62
D r.6 - 289 64 65° 68 68 60 69 66
D JHe 202 60 68 63 68 85 91 72

Promedio 0.055 0.058 0.062 0.059 0.062 0.073 0.062

Comparando los valores medios de K en las diferentes clases
diamétricas, observamos que el uso de clases diamétricas cuyos
intervalos sean hasta de 5 em. de tamaiio, no hace que diminuya
apreciablemente la exactitud del inventario. Etos es posible con-
firmarlo teéricamente, pero ya no entraremos en mas considera-
ciones sobre este punto. (1)

d). El error de posicion.

Cuando se mide el diametro de un arbol a la altura del pe-
cho, nosotros no registramos su valor verdadero, sino que sola-
mente determinamos la clase diamétrica dentro de la cual se en-
cuentra dicho arbol, anotando a éste como si su diametro fuera de
la magnitud de la mitad de la categoria diamétrica a que corres-
ponde. Si formamos, por ejemplo, clases diamétricas de 5 cm. de
ancho, con los limites a 17.5, 22.5, 27.5, el punto medio de estas
clases sera 20 y 25 centimetros, respectivamente; por lo tanto,
cuando se mide un arbol de 21.2 centimetros y se registra sola-
mente como perteneciente a la clase diamétrica de 20 centime-
tros, se comete un error de 1.2 centimetros; a este error se le
llama error de posicion. A mayor tamano de las clases diamé-
tricas, mayor es el error de posicion cometido. Este error debe

(1) H. Arthur Meyer y W. Edwards Deming. On the influence of clasification on the
determination of a measure charactenstxc Journal of the American Statiscal Association. Vol.

30, pags. 671-677, 1935.
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considerarse evidentemente como error accidental, ya que al me-
dir un arbol de cierto diametro, el error de posicién puede diferir
cada vez que se cambien los limites de las clases diamétricas. Por
otro lado, si consideramos los didmetros limites dados, entonces,
el diametro de cualquier arbol que esté dentro de cierta clase dia-
métrica puede diferir del valor del punto medio de la clase, de
~acuerdo con la “posicién” dél arbol; la diferencia E podra variar

desde 0, como minimo, hasta —“Z— como maximo, en donde a es €l
ancho de la clase diamétrica. Exactamente como se ha obtenido
Q

el valor de T; de la correccién Sheppard se puede calcular la

desviacion tipo del error de posicién, obteniendo el valor de 1/1—2_
1,

A fin de calcular el error de registro del area basimétrica,
aplicamos la ley de propagacion de errores, y obtenemos:

T a
O g =— - e
: : 2 112

~ Midiendo un rodal de n: arboles cuyos diametros sean X, el
error tipo de posicién sera igual a:

(== ~g~ ;/_a_* | 721 X122 - oq1g X2 4L

Cuando se mide el mismo rodal varias veces y se usan las
mismas clases diamétricas en cada medicién, el error de posicion
de los diferentes arboles, permaneceri siendo el mismo. Esta
es la razén por la cual no es necesario tomarlo en cuenta cuando se
determinan los errores accidentales de medicién. Por lo tanto,
vemos que los errores de observacion hechos cuando se hace un
inventario forestal, constan de dos errores independientes: el
error accidental de medicion y el error accidental de posicion.

El error tipo de posicion del. mlsmo rodal usado prevmmente
esta ecalculado en la tabla 10. :
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e
=1
1o

TABLA 10
Didmetros, mitad
de categoria
Xf : 7t; X12 72 }(i"2
m
O 17 sl 0.0289 0.90
0.21 1574 0.0441 - 7.54
0.25 200 0.0625 12.50
1 0.29 217 0.0841 18.25
0.33 210 0.1089 22.86
0.37 156 0.1369 21.34
0.41 104 0.1681 17.48
0.45 54 0.2025 1094
0.49 33 0.2401 : 7392
0.53 11 0.2809 3.09
0.57 7 0.3249 2.27
0.61 3 0.3721 1.02
10.65 5 0.4225 211

3 o Xi2 = 128.22

AAE X2 = 13

El error tipo de posicién en area basimétrica para clases diamé-
tricas de 4 cm., es finalmente:

T 00.4 v o
3 '—12— ild e 0.20

e). El error total de medicién de inventario forestal.

De los dos errores accidentales independientes: el error de me-
dicién oy el error tipo de posicién o, , encontramos para el
error tipo total de un inventario forestal oy , combinando los dos
primeros errores de acuerdo con la férmula

j— s

A i 9 i;y
S == v Oyicilz Op

Substituyendo en esta expresién los valores obtenidos en
nuestro ejemplo, obtenemos:

“ur = 4 (02002 4 (0.20)2 — 055 e

; e e : 5
para el error tipo total en area basimétrica. Siendo el area ba-
simétrica del rodal mismo igual a

100. 97 m?2
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encontramos que el porcentaje de error en area basimétrica es
igual a 0.35%.‘ El porcentaje de error en volumen es alrededor
de 1.25 veces mayor, es decir, 0.44%.

BEste error accidental no incluye el error sistematico que
puede ocurrir al usar una forcipula imprecisa. Hay que mencio-
nar, también, el uso de clases diamétricas que introduce atn otro
error sisteméatico; si los arboles no estan igualmente distribui-
dos dentro de la clase diamétrica, sino que aparecen, por ejem-
plo méas frecuentemente cerca del limite inferior de la clase dia-
métrica entonces la suma de todos los diametros de estos arboles
aparecera demasiado grande, puesto que al registrarlos los con-
sideramos como si fueran del tamafio de la mitad de la categoria
diamétrica. Si se parte de una distribucion de arboles claramen-
te definida, es posible evaluar este error no solamente en fun-
cion del diametro, sino también en funcién del area basimétrica.
El resultado de estos calculos muestra que este error sistematico
es muy pequefio y su importancia practica lo mismo, por esta
razoén no sera discutido aqui. (1)

f). La exactitud de las determinaciones de los inerementos.

Cuando se determina el crecimiento corriente de un bosque
tomando como base los inventarios sucesivos, es importante co-
nocer el error tipo del resultado de este calculo. Este punto ya
ha sido discutido brevemente en el ejemplo 1 del inciso 5; se
encontré que el porcentaje de error del incremento es mucho
mas grande y, por lo tanto, mucho mas importante que el por-
centaje de error en volumen del mismo bosque.

Ahora discutiremos un punto interesante.

Mientras que el error de la forcipula debe ser con51derado
como un error sistematico cuando influye sobre la exactitud de
la determinacién del volumen o del srea basimétrica de un bos-
que, cuando se calculan incrementos, este mismo error debe con-
siderarse como un error accidental de observacion. Si el error
de la forcipula fué més grande o mas chico cuando se hizo el pri-
mero de los dos inventarios sucesivos, el incremento calculado

" (1) Véase H. Arthur Meyer. Die rechnerischen Grundlagen der Kon-
trollmethoden. (Genauigkeit der stehenden Vorrats-und Zuwachskontrolle.)
Beiheft- N° 13 zuden Zeitschriften des Schweizerischen Forstvereine, Zii-
rich, 1934. En esta publicaciéon ha sido caleculado el error sistematico pa-
ra las diferentes distribuciones. Todos los. datos numerlcos usados en este
inciso, son tomados de este mismo trabajo.”
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seré demasiado chico. Si los errores de las forcipulas fueron del
mismo tamaifio en ambos casos, estos errores se anularan. Por
lo tanto, debemos calcular el error tipo del incremento debido a
los errores instrumentales de las forcipulas.

Designemos el porcentaje de error en area basimétrica, cau-
sado por el uso de forcipulas defectuosas en el primero y segun-
do inventarios por z y y, respectivamente y supongamos que
estos errores toman cualquier valor entre 0 y r% con igual pro-
babilidad. Los porcentajes estidn referidos al mismo promedio
de area basimétrica en el bosque. El error tipo del incremento
s, puede ser ahora calculado por la siguiente expresion:

[GI%]n ; j:zf f (y—=z)2dz dy
o O

los errores aislados (y-x) estan elevados al cuadrado y multipli-
T y

, v después su-

cados por sus respectivas probabilidades £

madas para todo el intervalo desde 0 hasta r. Evaluando esta
expresién para un valor maximo de r = 1%, obtenemos:

5 5 (»’—=2zy+2°) dody

1
V3 z 2 23

"“’jx's G skl
(e)
1 2 1 1
5 e g
% 1
0, :-——-—-:0'47
It ]/6 (7]

Este error debe ser combinado con el error accidental de me-
dicién y con el error accidental de posicién. Podemos expresar
todos estos errores en porciento del area basimétrica promedio
del bosque y después, como facilmente se ve, calcular directa-
mente con estos porcientos. Si por ejemplo, el error tipo de am-
bas mediciones en el primero y segundo inventarios, es igual a
0.39% del area basimétrica del bosque (algunas veces relacionado
entre el promedio del primero y del segundo inventario), el error
tipo de posicion, tanto del primero como del segundo inventario
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es de 0.2% y el error tipo del incremento debido a la imprecisién
de las forcipulas usadas es igual a 0.49%, entonces el error total
del incremento es igual a

1/ (032 + 0.22) - (0.32 4 0.22) + 0.42 = 0.65 %
Si el incremento periddico fué, digamos, del 20% de la men-
cionada area basimétrica promedio, entonces el error del incre-
mento expresado en porciento del misme, sera igual a

100
AR S SN (A
0.65 20 3.25 %

o sea, mucho mas grande que el porciento de error en area basi-
meétrica del mismo bosque. '



